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Avant- Propos 

Cet  ouvrage  est  la  traduction  mot-à-mot  du  chapitre  6  de 
notre  livre  : 

M.  Hukuhara  and  T.  Satô,  theory  of  differential  équations 
(Modem  Mathematical  Séries,  vol.  11,  1957,  Kyôritsu  Shuppan 
Co.  Ltd.),  (en  japonais). 

Les  recherches  que  je  présente  ici  ont  été  faites  il  y  a 
longtemps. 

J'ai  entrepris  d'étudier  systématiquement  le  problême  aux 

limites  pour  les  équations  quasi-linéaires  aux  dérivées 

partielles  du  second  ordre  et  j'ai  publié  les  résultats 

relatifs  à  l'équation 

s  =  f(x,y,z,p,q)   .   (s  =  "t^'bj   z  ,  p  =  B^  z  ,  q  ="0   z) 

«y 

dans  deux  articles  *• 

T.  SatO,  Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  hyperbolique 
s  =  f(x,y,z,p,q),  I,  Mem.  Fac.  Se.  Kyûsyïï  Imp.  Univ.,  A, 
2(l9a),  107-123. 

T.  Satô,  Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  type 
hyperbolique,  Hep.  Fac.  Se.  Kyûsyû  Imp.  Univ.,  1(194-5),  203- 
249,  (en  japonais). 

J'ai  écrit  dans  le  chapitre  6  du  livre  susdit  un  exposé 
dont  les  matières  étaient  essentiellement  mêmes  que  ces  deux 


articles,  mais  plus  compréhensives.   Il  m'a  paru  qu'il  ne 
serait  pas  inutile  de  le  soumettre  à  l'appréciation  d'un  plus 
grand  nombre  de  mathématiciens. 

Pour  éviter  confusion,  donnons  la  remarque  suivante  : 
l)  et  2)  renvoient  aux  notes  au  bas  de  la  page  et  les 
chiffres  dans  les  parenthèses  renvoient  aux  compléments  , 
palaces  à  la  fin  de  cette  note  qui  sont  a  nouveau  rédigés. 

En  terminant  cette  Note,  je  me  permets  d'exprimer  mes  vifs 
remerciement  à  Monsieur  le  Professeur  M.  Hukuhara  qui  a  ins- 
piré mon  travail  et  auprès  duquel  .1'ai  une  aide  constante,  et 
à  Kyôritsu  Shuppan  C^®.,  qui  a  bien  eu  la  bontç  de  me  per- 
mettre traduire  le  livre  susdit, 

(T.  Sato) 


Chapitre  6. 

Equations  aux  dérivées  partielles  du  type  hyperbolique. 

Les  fondements  de  la  théorie  des  équations  différentielles 
ordinaires  ont  été  systématiquement  étudies  au  Japon  avec  une 
méthode  spéciale  et  nouvelle,  et  on  a  établi  les  théorèmes 
fondamentaux  (théorème  d'existence,  celui  de  comparaison,  etc.) 
d'une  nouvelles  forme,  qui  ont  conduit  à  obtenir  un  nombre  de 
résultats  magnifiques  dans  le  champ  de  la  théorie  pure  ainsi 
que  celui  de  mathématiques  appliquées.  Les  lecteurs  qui  ont 
lu  les  Chapitres  précédents  peuvent,  je  crois,  bien  comprendre 
ce  fait.   Cependant  la  méthode  qui  a  été  em.ployée  était  toute 
primitive.   Donc  je  croyais  qu'elle  était  excellente  et  je 
tâchais  de  l'appliquer  aux  recherches  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  en  espérant  de  nouveaux  résultats. 

Dans  ce  chapitre  et  les  suivants,  nous  exposons  des  théo- 
rèmes nouveaiix  ainsi  obtenus,  en  réalisant  ce  projet  pour  le 
plus  typique  des  problèmes  aux  limites  pour  les  équations  aux 
dérivées  du  second  ordre  les  plus  simples,  c'est-à-dire  les 
équations, contenant  deux  variables  indépendantes  de  la  forme 
normale.  Les  recherches  des  problèmes  plus  généraux  doivent 
être  poursuivies  à  l'avenir. 

Dans  les  chapitres  6,  7  et  8,  une  fonction   f(x,y)  définie 
dans  un  domaine  P  sera  dite  régulière  dans  D  ,  si  la  fonc- 
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tion  f(x,y)  elle-même  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  ^Af{x,y)     et   '^  f(x,y).  sont  continues  dans 
D  .   Nous  désignons  par  TjyXix^    ,7^)     et  '^^(^q    ,  J^  ) 
respectivement  la  valeur  de  'BySixjj)     et. celle  de  ^  î(x,y) 
au  point  (x^jy^),   s'il  n'y  a  aucune  ambiquïté  à  craindre. 

Comme  ouvrage  de  référence  pour  ces  trois  chapitres,  nous 
recommandons  le  livre  suivant  : 

M.  Hukuhara;  Théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles 
(en  japonais),  (Ivranami  Kôza,  mathématiques)  1935. 

6.1.  Notations. 

=  ■     .    '   :   y: 

D'abord  nous  rechercherons  l'équation  aux  dérivées  par-»; 

tielles  du  type  hyperbolique 

(6.1)      s  =  f(x,y,z,p,q), 

où  s,  p  et  q  s'expriment  comme  toujours   3  3  z  ,  "^  z 

X  y      X 

et  'î^  z  . 

'y 

Les  caractéristiques  de  cette  équation  sont 

X  =  h  ,  y  =  k  (h,  k  :  const.). 

Chercher  des  solutions  régulières  de  l'équation  (6.1) 

Satisfaisant  à  la  condition 

z(y,yo)  =  g(5c)     Xo  ^  X  ^  x^  +  a  , 
(6.2) 

z(x^,y)  =  h(y)      y„  ^  y<    y^  +  b  , 


c'est  le  problème  le  plus  tjrpique  aux  limites  relatif  à 
l'équation  (6.1),  où  g(x)  et  h(y)  sont  des  fonctions 
données.  On  l'appelle  fréquemment  problême  de  Darboux,  parce- 
que  J.  G.  Darboux  traita  pour  la  première  fois  ce  problème 
dans  le  cas  où  l'équation  (6.1)  est  linéaire. 

Expliquons  les  notations  qui  seront  utilisées  dans  ce 
chapitre . 

Désignons  par  C  une  courbe  joignant  les  points  (x^,  ,y  """b), 
(xq  +  a,  j^) ,   et  par  D  le  domaine  fermé  limité  par  C  et 
deux  segments  x^  ^  x  <  x^  +  a  ,  y  =  y^  ;  x  =  x^   , 
Yç,  <    y  <    Jq     "^  b  .  Nous  supposons  la  propriété  suivante 
vérifiée  : 

Si  (x,y)  appartient  à  D  ,  tous  les  points  du  rectangle 
des  sommets  (x^  >  y^")    >    ^^>  Yoh    (x,  y),   (x^  ,   y)  sont 
contenus  dans.  D  . 

Soient  g(x)  ,  g(x)  ,  g(x)  et  h(y),  h(y),  h(y)  des  fonc- 
tions continûment  dérivables,  les  trois  premiers  dans  l'inter- 
valle x^  ^  ^  <  ^n  "^  ^  ®^  l^s  autres  dans  y  <:  y<  y  "♦'b. 

Soient   (^^  (x,y)  et  oôix^y)     ainsi  que  leurs  dérivées 
partielles   ô  GO(x,y),   3  (j)U,y) ,      g  5  ÇJ(x,y)  et 

y  ^  y 

^-jç  w(x,y)  ,   cvU.3(x,y),  d    9  (x)(x,y)     continues  dans 
le  domaine  D  .   Concernant  ces  fonctions,  nous  supposons  les 
relations  suivantes  vérifiées: 


g(xj  =  h(yj,  g(xj  =  h(yj,  g(x^)  =  h{yj    , 
ç^(x,y^)  <  g(x)  <  g(x)<  g(x)  <  ÛJU,y^^)    , 

2'^ijJ  (x,yp  )  <  g'(x)  <  g'(x)<  g'(x)  <  .'d^ù)(x,y^), 
3yÇ0(x^,y)<:  h'(y)£.  h'(y)<  h'(y)<  ^y60(>b^y)  • 

^  désigne  le  demaine  dans  l'espace  des  variables  x,y,z,p,q 

défini  par 

(x,y)  €    T^   ,     (j^  (x,y)  <  z  <  <I)(x,y)  , 

3^ÇA)(x,y)  <  P  <  ^^â)(x,y)  ,  9  a}(x,y)  <  q  <  9yù3(x,y), 

et  3^1     le  domaine  défini  par 

(x,y)  ^D  ,  -oo<  z  <  03  (x, y)  , 

-co  <  p  <  3  (Â3(x,y)  ,  -  «iO  <  q  <  -^  ûû(^?y)  • 

X  y 

Nous  désignons  particulièrement  par  ^Q^  le  domaine  fermé 

défini  par 

(x,y)e  D  ,   (zj  <  LL)(x,y)  , 

|P|  ^  3  0J(x,y)  ,  |ql  <  9^i>)(x,y)  , 
X  ,  j 

où  a) (x,y)  est  une  fonction  continue  ainsi  que  ses  dérivées 

partielles   3  aMx,y)  ,   p)  (jjU,y)     et  ^^^y6)(x,yj  , 

telle  qu'on  ait  les  inégalités 

|g(x)|  <  aJ(x,3r,  )  ,  ih(y)i  <  'u(x^,y)  , 

|g'(x)l  <  73^i>)(x,y^)  ,  |h'(y)i  <  7?^^)(^u'y^    > 

commf  nous  nous  considérons  ^^^    fréquemment,  bien  que  ,ju^    soit 


un  cas  particulier  de  ^  .   ^     désigne  l'ensemble  des  points 
(x,y,z,p,q)   satisfaisant  à   (x.y)  ^  D,  0  <  z,p,q  <  +00. 
Soit  ^  un  ensemble  dans  l'espace  des  variables  x,y^z,p,q, 
et  supposons  que  la  projection  de  ^  sur  le  plan  des 
variables  x  et  y  soit  contenue  dans  le  domaine  D  ,   s'il 
est  nécessaire. 

Soit  G(t,  ^)  une  fonction  continue  dans  le  domaine 
tjj<t<  t^,  Q^Ç^:'^  (c>0);  et  supposons  les 
propriétés  suivantes  vérifiées: 

i)       °(t,  Ç,)  <  G(t,  4^)    (  5^  <§^), 
ii)  la  fonction   Ç(t)  H  0  est  l'unique  solution  de 
l'équation  différentielle 

satisfaisant  à  la  condition  initiale 

Soit   ^  =  ^(t,S  )  la  plus  grande  solution  satisfaisant 
à  la  condition  initiale   ^  (t^,)  =  0  de  l'équation  différen- 
tielle 

dt 
En  vertu  de  ii),  on  a 


^^   =  G(t,^)  +  ^    :     (  e>  0)  . 


lim  ^  (t,E.)  =  0 
uniformément  dans  l'intervalle  t^-,  <  t  <  ty  . 


Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  définie  dans  un  ensemble 
A  et  satisfaisant  à  la  condition 
(E)        lf(x,y,z,p,q)  -  f (x,y,z,p' ,q' )  ) 

où  G^(y,  <^)  et  ^■^(x,  7)     sont  des  fonctions  continues 
respectivement  dans  les  domaines  y  <;  y  <  y  "^  b  , 
0<Ç<C   et  Xo<  x<  x^  +a,0  <,  ^<C^  ayant  les 
deux  propriétés  i)  et  ii)  de  la  fonction  G(t,Ç  )  .  Nous 
dirons  que  f(x,y,2,p,q)  satisfait  à  la  condition  (E)  dans 

Z\  ,  ou  qu'elle  est  une  fonction  ayant  la  propriété  (E) 
dans  /\    .  ' 

Nous  dirons  que  f(x,y,z,p,q)  sont  non  décroissante  par 
rapport  à  z ,  p  et  g  ,  si  l'inégalité 

f(x,y,z,p,q)  <  f(x,y,z',p',q') 
subsiste  pour  toute  paire  de  points  (x,y,z,p,q)  et  (x,y, 
z'jP'jQ'^  de //\   satisfaisant  à 

z  <  z'\  P  <  p'  ,  q  ^  q'  . 

(Nous  conviendrons  ici  et  dans  la  suite  de  comprendre  qu'au 
moins  un  des  trois  est  l'inégalité  stricte.) 

6.2.   Théorèmes  d'existence. 

Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  continue  dans  ^     ,  et 
satisfaisant  à  la  condition  (E)  et  aux  inégalités 


(6.3)     2)^^^çâU,j)   <  f(x,y,z,p,q)  ^  ^^^y  ai(x,y)  . 

Nous  allons  chercher  une  solution  régulière  dans  D  et 

satisfaisant  à  la  condition  aux  limites  (6.2), 

Le  problème  se  simplifie  comme  suit: 

Lorsqu'on  a 

Ço{yi,j)   <  0  <  cô(x,y)  , 

(6.-4)       ^x^(x,y)  <  0  ^  5^(i5(x,y)  , 

3y^(x,y)  <  0  <  ^yô5(x,y)  , 

9PyÇ0(x,y)<0  <^^^y£5(x,y)  , 

si  f(x,y,z,p,q)  est  continue  dans  ^S  et  satisfait  à  la 

condition  (  E)  et  aux  inégalités  (6.3),  l'équation  (6.1) 

admet  une  solution  régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la 

condition  aux  limites 

z(x,yo)  =  0        x^  ^  X  <  x^  +  a  , 
(6.5) 

.z(xçj,y)  =0       ^  <  7^  yo  ""  ^  • 

En  effet,  posons 

z^  =  z  -  g(x)  -  h(y)  +  c^  ,  (co  =  g(xo)  =  h(y^)), 
p^  =  p  -  g'(x)  ,  5^  =  q  -  h' (y) 

^o^^'^'^o'Po'^o^  "  f(x,y,Z0,  +  g(x)  +  h(y)  -  c^  , 
on  a  alors 

^o  =  Ç)(x.yj2;,p^,q^). 
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Posons 

UJ^{yi,Y)   =a^(x,y)  -  g(x)  -  h(y)  +  c^  , 
(^^(x,y)  =  6â--(x,y)  -  g(x)  -  h(y)  +  c^  . 

l'équation  susdite  satisfait  à  toutes  les  conditions  relatives 

à  l'équation  (6.l).   De  plus  posons 

H^""'^^  ^  2  J  j  ^x  ^y  ^^o^^^y)  •"  a3^(x,y))dxdy, 
et       • 

s  =  s;,  -  ^^^yC4,(x,y)  , 
f(x,y,z,p,q)  ' 

=  f^(x,y,z  +  ^^(x,y),p  +  9^^(x,y),q  +P^a;(x,y))  - 

-  ^x^y^^^^'^^  ' 
la  fonction  f(x,y,z,p,q)  est  continue  et  satisfait  à  la 

condition  (E)  et  aux  inégalités 

^x^y^^o^^.y)  -C4(x,y))<  f(x,y,z,p,q) 

dans  le  domaine 

(x,y)é    D,ai(x,y)   -a;^(x,y)^   z    :^â3,(x,y)   -^o(^.y)> 

^J92o(x,y)  -a;o(x,y))<   q<2>  (^a(x,y)  -a)^(x,y)). 

On  a  l'équation  en     z 

s  =  f(x,y,z,p,q)    . 
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En  prenant  de  nouveau  CO  (x,y)  et  cô  (x,y)  au  lieu  des 
fonctions  6(3^ (x, y)  -  a;^(x^y),  et  /.0^(x,y)  -  oD^ix^y)    ,     on  a 
les  inégalités  (6./^), 

En  remplaçant  z,p,q  par  z,p,q,  on  obtient  la  proposi- 
tion susdite. 

Soit  G/Cy,^  )  une  fonction  donnée  par  la  condition  (E) 

qui  est  définie  dans  Y    <    Y  <    Y^     """t»,  0  <  ^    <     0  / 

(C;  =  max   i"^  â3(x,y)  -  "^  co(x,y)  (  ). 
(^,^  Mi)  ^  ^  X       > 

On  peut  prendre  £^  (  >  O)  de  manière  qu'on  ait 

0  <  Ç^  (y,  f^  )  <  £     Y^    <    Y  <   Y^      +  b  , 
où  £   est  un  nombre  positif  donné  à  l'avance,  où  $  (y,  ^/  ) 
est  la  plus  grande  solution  et  satisfaisant  à  la  condition 
initiale 

de  l'équation  différentielle 

Soit  <4>   (x,y)  une  fonction  régulière  dans  D  ayant  la 
dérivée  partielle  continue   ^  "3  <^p  (x,y)  et  satisfaisant 
aux  inégalités 

^(x,y)  ^  -f  (x,y)  <  03  (x, y)  , 
■^^^Cx^y)  <  ^  f  (x,y)  ^  ^  ^(x,y)  , 


(6.6) 


^^4i?(x,y)<  ^  <;f(x,y)<  ^  dI3(x,y)  , 
y  y^         y      _ 


12   . 

Désignons  par  ^  la  famille  des  susdites  fonctions.  En 
vertu  de  (6.6)  on  voit  aisément  que  la  famille  j  f'ix,y)>   est 
bornée  et  également  continue,  de  sorte  qu'elle  est  normale. 
Cependant  les  familles  i  "^  f(x,y)j   et  ij  fix,y)l      sont 
seulement  également  continue  par  rapport  à  y  et  par  rapport 
à  X  respectivement.  f(x,y,z,p,q)  étant  continue  dans  le 
domaine  fermé  oQ    >   elle  est  uniformément  continue  dans  o9  . 
On  peut  donc  prendre  un  nombre  positif  ^    de  manière  qu'on 
ait  pour   j  x  ^  -  x  ^  )  <^  ^ 

lf(x,,y,  ^(x/,y),  ^^f(x,  ,y),  ^^f(x^,y)) 

-  f(x^,y,  f(x^,y),  ^^f(x^,y),  3^;^ (x^,y))|<£/  , 
où  ^  est  le  nombre  défini  en  haut,  et  ^  (x,y)  est  une 
fonction  quelconque  ôe    ^   , 

Désignons  par  7,     la  famille  des  fonctions  ^  (x,y) 
appartenant  à  j^  satisfaisant  aux  inégalités 

l^^f  (x„7)  -  ^^f(x^,y)J  <  ^,(y,  £,) 

(|x,  -  x_il  <<y,  ), 
(6.7)  ,    ^ 

Pyf(x,y,)-  ^yf(x,y^)|  <   ^/^>iz^ 

(|y,  -  y^K  S,), 

où   Ç  (x,  £  )  est  la  fonction  définie  comme   Ç"  (y,  £^). 
4^  (x,y)  H  0  appartenant  ^^     'ÎP^.    »    J^k-    n'est  pas  vide. 
D'après  (6,7),  on  voit  aisément  que  la  famille  )a   ^(x,y)> 
des  dérivées  partielles   3^^  (x,y)  des  fonctions  *^(x,y) 
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de  j^   est  également  continue  dans  D  par  rapport  à  x  , 
et  de  même  la  famille  |  9  ^(x,y)  Y      est  également  continue 
dans  D  par  rapport  à  '  y.     Par  suite   j  ^  ^(x,y)  V   et 
j^  ^-f  (x,y)V   sont  également  continues  toutes  les  deux  dans 
D  .  On  voit  aisément  que  si  l'on  a      ^(x,y)  ->^(x,y)  , 

uniformément  dans  D  ,  où  ^^  (x,y)V   désigne  une  suite  de 
fonctions  de  j^  ,  on  a 

f  (x,y)  e    J^ 
et  si  l'on  a 

on  a 

(  A^  (x,y)  +  /^f^(x,y))  e  J^  . 
Faisons  correspondre  à  ^  (x,y)  £  ^    la  fonctions 
^-'''(x,y)  définie  par  l'égalité. 

(6.8)   /p'''"(x,y)  =     f(x,y,<o(x,y),  9^^(x,y),  ^  y(x,y))dKdy. 

Désignons  par    '^""  la  famille  des  fonctions  '^''^(x^y)  . 

En  vertu  de  (6.3)  et  (6,/i^),  d>'"'(x,y)  .{^  J^')  satisfait  aux 

inégalités  (6.6),  (dans  lesquelles  on  remplace  0^(x,y)  par 
y"(x,y)). 

Montrons  maitènsnt  qu'on  a   ^"(x,y)G  jr  •  Soient 


1^ 


{x.  ,y)     et  {xjp,j)     deux  points  de  D  tels  que  \  ^ /  -   ^7  i^^» 
D'après  la  condition  (E),  on  a 

a  o 

<p  (x,y)  étant  une  fonction  de  J'     ,  elle  satisfait  aux 
inégalités  (6.7).  Par  hypothèse  on  obtient 

WY'i^i  ,y)  -  \f  (x;2,y)(  <  Ç/y,£,)      (!x,  -  x4<  I-,  ) 

De  mime  on  a 

[5yf'(x,y,  )  -  -$^fix,j  )  I  <  ^U,  £^)      (  iy,    -  .y^|  <  4  ) 

On  a  donc 


-^K     — 


f(x,y,z,p,q)  étant  continue  dans  le  domaine  fermé  ^  , 
elle  est  bornée  et  continue  uniformément  dans  ^    .  En  vertu 
de  (6,8) ,  on  a 

'?^^^f'{x,y)   =  f(x,y,<^(x,y),^^'^(x,y),  ^^^(x^y)). 
De  la  définition  de  ^^  ,  [ ^  (x,y)}  ,  ['^^fi^,j)]       et 
<*d„^(x,y)f   sont  également  continues  dans  D..  On  en  con- 
clut que  ^  o»  "^  '^"(x,y)  r   est  aussi  également  continue  dans 
^  •   ]  5  "â  ^'^^!)y^\       est. donc  normale  dans  ^D  . 

On  en  voit  aisément  que  j  "3  <^''(x,y)  r   et  j~^    V  (x,y)  > 
sont  normales  dans  D  . 

Soient  }  Oj>   (x,y)  V   une  suite  de  fonctions   ^  (x,y)^^ 
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(n  =  1,  2,    •••),  et     y'n^^jy)     1^  fonction  définie  par   (6.8) 
pour       ^   (x,y)   .     Si  l'on  a 

^yfn^^>y^    ->^yf  (x,y),   ^^^yf^(x,y)  ->  ^^-^^f  (x,y) 
uniformément  dans     D   ,   on  obtient  .     , 

lim   fl  ix,y) 

■      =  lim     [    [   f(x,y,  ^  (x,y),    ^     f  (x,y),;^     q>  (x,y)  )dxdy 
Tz^oo  -Ju  jy  "  x^n  y^n 

=  jj       f(x,y,^(x,y),^^y(x,y),    ^^f (x,y))dxdy 
=      y'''(x,y). 


Par  suite,      "^^^^  (x,y)    ->    ^^<^'(x,y),      3    ^'^  ^^'^^ 

9yJ''"(x,y),   '^x'^y^n  ^""'^^  "^  ^^^y^"(x,y)  unifor- 
mément dans  D, 

(1) 

D'après  le  théorème  3,19    il  existe  une  fonction  ^  (x,y) 

(^  7i,  )  telle  que 

^(x,y)  =J  r  f(x,y,  f  (x,y),^^^(x,y),9^<y(x,y))dxdy. 

En  résumant  les  résultats  obtenus  ci-déssus,  nous  avons  le 

théorème  suivant, 

(2) 
Théorème  6.1.    Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  continue 

et  satisfaisant  à  la  condition  (E)  dans  le  domaine  <^    , 

Si  l'on  a  les  inégalités  (6,3)  dans  ^   ,  l'équation  (6,1) 

admet  au  moins  une  solution 


16 


z  =  f   (x,y) 
régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la 'condition  (6.2). 

Cp{x,y)     satisfait  aux  inégalités  (6.6)  et  on  peut  prendre 
un  nombre  positif  q     ne  dépendant  que  de  la  condition  (E)  et 
de  M([  f(x,y,z,p,q) j  <   M)  sauf  de  £  ,   de  manière  qu'on 
ait  les  inégalités 

l^yf(x  ,y  )  -  ^/p(^2,y2U   <  ^ 

pour  (xpy,  )  ,  (x^,y^)  e  -D  ,  |x,  -  x^^  |  ,  j  y,  .-y^l<^, 
où  ^   (    y    O)     est  un  nombre  donné  à  l'avance. 
On  a  immédiatement -les  corollaires  suivants: 
Corollaire  '1.  Soit  f  (,x,y,Z5p,q)  une  fonction  continue 
et  satisfaisant  à  la  condition  (E)  dans  le  domaine  aO .    • 
Si  l'on  a  l'inégalité 

tf(x,y,z,p,q)|  <  ^^^y<^(x,y) 
dans  (Q      ,   l'équation  (6.1)  admet  au  moins  une  solution 

z  =  f  (x,y) 
régulière  dans  D  ,  et  satisfaisant  à  la  condition  (6,2). 
^ (x,y)  satisfait  aux  inégalités 

|9^(x,y)J  <  ôOU,j)   , 

(6-9)  ^  ,         ,    ^ 

|>'^(x,y))  <  ^^a;(x,y),  p^<f (x,y)|  <  d^u:>ix,y) 

et  on  peut  prendre  un  nombre  positif  o     ^^  dépendant  que  de 
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la  condition  (E)  et  de  M(l  f  (x,y,z,p,q)  [  <  M)  sauf  de  £   , 
de  manière  qu'on  ait 

pour  (xpy^,  (^^^y^.)  ê  ^^  i^f  -  ^al  '  k/  -  ^z\<S> 
où   ^  (  >  O)  est  un  nombre  donné  à  l'avance, 
*^  Corollaire  2.   Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  continue 
ayant  la  propriété  (E)  dans  un  domaine  Z\    ;  supposons  que 
f(x,y,z,p,q)  et  f(x,y,z,p,q)  soient  continues  respective- 
ment dans  des  domaines  A  et  ^  ,  et  qu'on  ait  les 
inégalités 

f(x,y,z,£,£)  <  f(x,y,z,p,q)  <  ïU,y,z,^,^ 
pour 

(x,y,z,£,g.)  e  A  ,  (x,y,z,p,q)  e  A  ,  (x,y,z,p,q)<£  A  , 

z<z<z,   £  ^p  ^p   ,   a<^<^* 

Supposons  que  les  équations  aux  dérivées  partielles 

s  =  f(x,y,z,£,^)  et  s  =  f(x,y,z,p,q) 
admettent  repectivement  des  solutions 

z  =  y(x,y)   et  z  =  y(x,y)  , 
régulières  dans  un  domaine  D  et  satisfaisant  aux  conditions 
aux  limites 

2(^*^0  ^  "  ^^^^       x^  <  X  <  x^  +  a  , 
î(Xo,y)  =  h(y)       y^  <  y  <  y^  +  b  , 
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y  (x,y^  )   =  h(x)  x^  <  X   <  x^     +  a   , 

y  (x   ,y)   =  h(y)  y^  ^  y   ^  ^û     ■"  ^   ' 

et  aiix  inégalités 

î(x,y)    <    f  (x,y)   , 

Si  <A,  contient  le  domaine  défini  par 

(x,y)  e  D  ,   2  (x,y)  <  z  <  f  (x,y)  , 
-a^^(x,y)  <  p  <  ■^f(x,y)  ,  ■3yï(x,y)  <  q  <  ^^f{x,y), 

l'équation  (6.1)  admet  une  solution,  régulière  dans  D  , 
z  =  ^(x,y)  qui  satisfait  à  la  condition  (6,2)  et  aux 
inégalités 

ï(x,y)  <  y(x,y)  <  y(x,y)  , 
^^?(x,y)<^^<P(x,y)<  5^^(x,y)  , 

'd   T(x,y)<^  <f(x,y)<^  f(x,y)  . 

6.3  Théorème  de  comparaison. 

Supposons  que  f (x,-y,z,p,q)  soit  une  fonction  continue 
dans  un  ensemble  ^    et  qu'on  ait  dans  Z^Hcff      l'inégalité 
(6.10)    f(x,y,z,p,q)  <  ■^.^'^yâ3(x,y)  . 

Montrons  que  si  l'équation  (6.1)  admet  une  solution 
z  =     ^  (x,y)  ,  régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  con- 
dition (6.2),  on  a  dans  D  les  inégalités 
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^U,y)  <  60  (x,y)    , 
(6.11) 

~^^'fiy^,y)  <  ~^^i^ix,y)    ,   P    ^(x,y):^5  6o(x,y)    , 

<y  y 

l'égalité  n'ayant  lieu  que  sur  le  segment     x^  <   x    <  x^    ■*"  a   , 

z  =     ^ (x,y)     étant  une  solution  régulière  dans     D   ,   le 
point     (x,y,  ^(x,y),    ^    <p  (x,y)    ,  "^    a>(x,y))     appartient  à 
^    ,     pourvu  que     (x^y)     soit  un  point  du  domaine     D  . 

En  vertu  de   (6.10),  on  a  l'inégalité 
(6.12)  f(x,y,  C^U,y),  ^^fU,y),   ^^f{x,y))< 

'^^^y^(x,y) 
dans  un  domaine     Xo^x<x^+^    ,     ^<y<yo     '^  S  > 
où    â>     est  un  nombre  positif  assez  petit.     On  a  donc 

dans  le  domaine     Xo<x<x^5+^,     y<y<yo     ^   'S  i     s't 

'ôyf  (x,y)  <    ■^y^ô(x,y) 
dans  le  domaine     x^<x<x^    +^    ,     Jq  <  ^  ^  7d     '^  S  ' 
De  même,   on  a  l'inégalité 

y(x,y)  <   o)  (x,y) 
dans  le  domaine     Xq<x^Xc>    ^  S    j.     yo<y^yo     "^S- 
Si  le  point     (x,y)     appartient  au  domaine     x^  <  x  <   x  o   "^  "^  , 

3    y(x,y))     appartient  à    ,;Uq  . 

Soit     t     un  nombre  tel  que     0    <    t    <  1    |   et  désignons 
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par  D(t)  l'ensemble  des  points  (x,y)  qui  satisfont  aux 

inégalités 

où  {T  ,y  )     désigne  le  point  de  rencontre  de  la  droite  joig- 
nant les  points  (xo,y^)  et  (x,y)  avec  la  courbe  C  . 

On  voit  sans  peine  que  D(t)  est  un  domaine  ayant  les  mêmes 
propriétés  que  D  ,  et  que  D(to)  est  contenu  dans  le  domaine 
Xo  <  X  <  x^  +  ^  ,  7^<y   <   7^     +  S^  ,   où  t^   est  un 
nombre  positif  assez  petit. 

Si  l'on  n'avait  pas  l'inégalité  (6.12)  en  tout  point  de  D  , 
on  aurait  la  borne  supérieure  T  de  X^    tel  qu'on  ait 
l'inégalité  (6.12)  dans  le  domaine  D(t)  pour  0  <  t  <  T^  <  1. 

Il  est  clair  que 

o<to<r^<r<i. 

Il  existerait  donc  un  point  (  |  , '^  )  de  la  frontière  de  D(T), 
pour  lequel  l'égalité 

subsiste.  D'après  la  définition  de  77  ,  on  aurait  l'inégalité 
(6.11)  dans  D( T )  .  En  vertu  de  (6.10)  nous  aurions  l'iné- 
galité (6.12)  pour  X  =  J  ,  y  =  \    ,  ce  qui  est  absurde.  Ainsi 
nous  conduisons  théorème  de  comparaison  suivant. 
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Théorème  6.2.  Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  continue 
dans  un  ensemble  ^  ,  et  satisfaisant  à  l'inégalité  (6,10) 

dans  A  n  o9o  • 

Si  l'équation  (6.1)  admet  une  solution 
z  =    f   (x,y)  , 
régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.2),  on 
a  dans  D  les  inégalités  (6.11),  l'égalité  n'ayant  lieu  que 
sur  le  segment  Xq-^x<^x^  "^  ^   >  Y  ^  7^      ,ou  sur  x  =  x^  , 

^0  <  y  <  ^o  "■  ^  • 

Remarque .  Quant  à  la  fonction   ^(x,y)  nous  avons  un 

théorème  analogue. 

De  même  nous  avons  les  corollaires  suivantes. 
Corollaire  1.   Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  continue 
dans  un  ensemble  /^  ,  et  satisfaisant  à  l'inégalité 

jf(x,y,z,p,q)^  <  9^9ya:'(x,y) 
dans  A  f]  <^j  . 

Si  l'équation  (6,l)  admet  une  solution  z  =  <^(x,y)  ré- 
gulière dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.2),  on  a 
dans  D  les  inégalités  (6,9),  l'égalité  n'ayant  lieu  que  sur 
le  segment  x^  <ç  x  ^  x  ^  +  a,  y  =  y^,  ,  ou  sur  x  =  x^,  , 

Corollaire  2.  Soient  f(x,y,z,p,q)  et  f (x,y,z,p,q)  des 
fonctions  continues  respectivement  dans  Z\,  et  5  ?  et 
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satisfaisant  à  l'inégalité 

f(x,y,z,p,q)  <  f(x,y,z,p,q) 
pour 

(x,y,z,p,q)  ^  A  ,      (x,y,z,p,q)  ^Â  > 
z<z,  P<P,  q^q"* 
Si  les  équations  aux  dérivées  partielles 

:  s  =»  f(x,y,z,p,q)  ,      s  =  f(x,y,z,p,q) 
admettent  respectivement  des  solutions, 

z  =  f  (x,y)  ,  z  =  f  (x,y)  • 

régulières  dans  D  et  satisfaisant  aux  conditions  aux  limites 

z(x,y^)  =  g(x)  ,  z(x,y  )  =  g(x)   x^  <  x  <  x^  '  +  a  , 

z(xo,y)   =  h(y)    ,   z(x  ,y)  =  h(y)       3^  <  y   <   7^     +  b   , 
on  a  les  inégalités  dans     D 

9^(x,y)    <   <f  (x,y)    , 

'^y,fU,Y)<    9xf  (x,y)   ,  -^    q^(x,y)<   -^  ^(x,y)   , 

«y  '  «y 

l'égalité  n^ ayant  lieu  que  sur  le  segment  x^  <    x  <  x^.  +  a  , 
y  =  3^  ,  ou  sur  x  =  x^  j  ^o  ^  ^  ^  ^o  "^  ^  ' 

6.4.  La  plus  grande  solution  régulière. 

Soit  f(x,yjZ,p,q)  une  fonction  continue,  non  décroissante 

par  rapport  à  z,p,q  et  ayant  la  propriété  (E)  dans  ^    . 

Supposons  qu'on  ait  les  inégalités 

(6.13)    9  ^  ÇO(x,y)  1  f(x,y,z,p,q)  <  a„5^tS(x,y) 
X  y  ^     j 
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dans  (/j    . 

D  et  (j^  étant  fermés,  on  peut  prendre  un  nombre  positif 

^   tel  que 

f(x,y,z,p,q)  +  8  <  "^  "^  â3(x,y)  . 

X  y 

Prenons  une  suite  \'^'t^\   telle  que   £7.,^  0  ,  ^.  <  6  . 
D'après  le  théorème  6.1,  l'équation 

s  =  f(x,y,z,p,q)  +  S^ 
admet  une  solution 

régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.2). 

D'après  le  théorème  6,2,  on  a  les  inégalités 
tn(x,y)  2^,,(x,y)  2  y(x,y)  , 
^^  y^(x,y)  >  3^t„,,(x,y)  >  ?^f  (x,y)  , 

-^yfjx,y)  >  ^y%,^,(x,y)  2  ^yf  (x,y)  , 

où  z  =  <^  (x,y)  est  une  solution  quelconque  de  l'équation 
(6.1)  qui  est  régulière  dans  D  et  satisfait  à  la  condition 
(6.2).  D'après  le  théorème  6,1,  oh  voit  aisément  que  les 

suites  [%,U,7)}    ,      '^J^U,7)]       ^^    [è^f^U,v)] 

convergent  uniformément  dans  D  vers  <^(x,y)  ,■  ^  (x,y)  et 

...       (3) 
y  (x,y)  respectivement.  D'après  le  théorème"  2.2     on  a 

^(x,y)  =  'd^^U,7)  ,        ^(x,y)  =  "^yf  (x,y)  . 
On  voit  donc  qu'on  a  les  inégalités 


'77   •       . 

uni- 


2U 

¥(x,y)  ^  f  (x,y) 
(6.U)     _      ^ 

^^^(x,y)  ^  3^^(x,y)  ,  -^  cp(x,y)^^jlp(x,y)  , 

et  que  z  =  ^^  (x,y)  satisfait  à  la  condition  (6.2).  Par 

définition   ^  (x,y)   (n  =  1,  2,  •••)   satisfont  à 

+  S- 

if^(x,y)}  ,  {'^^%^^,7A      "^    [^y%(^>y)\     étant 

formément  convergentes  dans  D  ^  on  a 

^^9yf  (x,y)  =  f(x,y,^(x,y),  ^  f(x,y),  ^  f(x,y)). 

On  en  conclut  que 

z  =  ^  (x,y) 
est  la  solution  de  l'équation  (6.1)  régulière  dans  D  et 
satisfaisant  à  la  condition  (6.2)  et  aux  inégalités  (6,14-). 

On  dit  que  2  =  «^  (x,y)  est  la  plus  grande  solution  de 
l'équation  (6.1)  régulière  dans  D. 

Résumons  les  résultats  obtenus  ci-dessus. 

Théorème  6.3.   Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  continue, 
non  décroissante  par  rapport  à  z,  p,  q  et  ayant  la  propriété 
(E)  dans  ^     .  Si  l'on  a  les  inégalités  (6.13)  dans  ^  , 
l'équation  (6.1)  admet  la  plus  grande  solution  régulière  dans 
D  qui  satisfait  à  la  condition  (6.2). 

De  même  on  a  le  corollaire  suivant. 

Corollaire.   Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  satisfaisant 
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à  l'hypothèse  du  théorème.   Si  l'on  a  les  inégalités 

'^    'Bjà2{yi,Y)    <  f(x,y,z,p,q)  <  ^  ^  â3(x,y) 
«y  X  y 

dans  0^  ,  l'équation  (6,l)  admet  la  plus  petite  solution 

régulière  dans  D  qui  satisfait  à  la  condition  (6.2). 

Exemple .   Posons 

{  U  fz  0  <  z  <  +00 

f(z)  =  {      "^ 

LO  -  DO  <z  <  0  . 

On  verra  aisément  que  l'équation 

(6.15)  s  =  f(z) 

admet  des  Solutions  régulières,  dans  le  domaine     D   :   0<x^a   , 
0<J  <  t)    , 

z  H  0   , 

0  0  <yi<cÂ,  0  <  y  ^b   , 

(x  -o()^  y^  o(<x  <  a,  0  <  y  <b 

solutions  qui  satisfont  à  la  condition  aux  limites 

(6.16)  z(x,0)  =  z(0,y)  =  0   . 

Il  est  clair  que  z  s  0  est  la  plus  petite  solution  régulière. 
Montrons  que  z  =  x  y   est  la  plus  grande  solution  régulière. 
Posons 

C0(x,y)  =  (x  +  h)   (y  +  h)   +  e  " 
où  h  et  k  sont  deux  nombres  positifs  tels  que 

(6.17)  /T  <  hk  . 

Puisqu'on  a   3^^y60(x,y)  =  ^(x  +  h)(y  +  h)  +  k"^  -^Z-f^fV 
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on  a 

dans  D  ,  D'après  le  théorème  6.2,  on  obtient 

où  z  =  Cp  (x,y)  est  une  solution  quelconque  de  l'équation 
(6.15)  régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition ^ 
(6.16),'  h  et  k  étant  deux  nombres  positifs  satisfaisant  à 
l'inégalité  (6.17),  si  l'on  fixe  h(  >  O),  le  passage  à  la 
limite  k  ->  +  ^  ,  conduit  à  l'inégalité 

0  <  f(x,y)  <  (x  +  h)^    iy   +  h)^ 
dans  D  .  h(  >  O)  étant  arbitraire,  on  a   ■ 

0  <  f  (x,y)  <  x^  y^. 

Comme 

z     2 

z  =  X  y 

est  une  solution  satisfaisant  à  notre  condition  aux  limites, 
cette  inégalité  montre  qu'elle  est  la  plus  grande  solution  ■ 
de  l'équation  (6.15>.  C.Q.F.D. 

6.5.   Condition  d'unicité. 

Commençons  par  établir  un  lemme. 

Lemme  1.  Soient  6L?^(x,y)  (n  =  1,  2,  •••)  des  fonctions 
régulières  et  admettant  les  dérivées  partielles  <y     a    ôO^{x,y) 
continues  dans  D  .  Supposons  qu'on  ait 
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lim  lO  {x,y)   =  0  , 
la  convergence  étant  uniforme  dans  D  , 

Soit  F(x,y,z,p,q)  une  fonction  continue  dans  ^-  . 
Si  l'on  a 

F(x,y,0,0,0)  =  0  , 
et  les  inégalités 

0.  <  F(x,y,z,p,q)  <  ^^  ^y  «^n^^^y) 
pour 

0  <  z  <  CO^{x,y)    , 

l'équation  aux  dérivées  partielles 

(6.18)  s  =  F(x,y,z,p,q) 

admet  une  et  une  seule  solution  z(x,y)  S  0  régulière  dans 
D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.5). 

En  effet,,  il  est  clair  que  z(x,y)  =  0  est  une  des  solud^ 
tiens  cherchées. 

Posons 

(6.19)  F^(x,y,z,p,q)  =  F(x,y,[2J^,[p]^,[q]^), 


où 


[t].  = 


0  <  t  <  +  £X5, 


o 


^Q  -  IXJ  <  t  <  0  5 

la  fonction  FQ(x,y,2,p,q)  est  continue  dans  (xjy)  6  D, 
-  (»  <  z,p,q  <  +  ^  . 
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On  voit  aisément  qu'une  solution  quelconque  de  l'équation 
(6.18)  est  une  solution  de  l'équation 
(6.20)     s  =  FQ(x,y,z,p,q)  . 

Réciproquement,  soit  z  =  z(x,y)  une  solution  de  l'équation 
(6.20).   Si  l'on  a  les  inégalités 

0  <  z(x,y)  ,  9  z(x,y),   ^  z(x,y) 
z  =  z(x,y")  est  une  solution  de  l'équation  (6.18). 

Soit  z  =  'Pixyj)     une  solution  quelconque  de  l'équation 
(6,20)  régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.5). 
Posons 

^(x,y)  =  -  S(x  -  Xo)(y  -  y^)  ,   ' 
où  ^   {  ^  O)     est  une  constante  arbitraire.  D'après  le 
théorème  6.2,  on  a 

-  e(x  -  Xo)(y  -  y^)  <  (fU,y)    <   60^(x,y) 
dans  D.  Par  le  passage  à  la  limite  n    —>  t>o    ^  on  obtient 
"  6ab  <  f  (x,y)  <  0  . 
^  (  >  O)  étant  arbitraire,  on  a 

fix,y)=   0  ,  C.Q.F.D.  • 

Théorème  6. A.   Soit  F(x,y,z,p,q)   (F(x,y,0,0,0)  =  O)  une 
fonction  continue,  -non  décroissante  par  rapport  à  z,p,q  et 
ayant  la  propriété  (E)  dans  <&?,  •  Soit  6o(x,y)  une  fonc- 
tion régulière  admettant  la  dérivée  partielle  ^^3 y  CO  (x,y) 
continue  dans  D  . 
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Supposons  qu'on  ait  les  inégalités 


0  <  F(x,y,z,p,q)  <  ^  3  CO(x,y) 


pour 


0  <  z  ^  a;(x,y)  , 

y 

Pour  que  zCxjy)  =^0  soit  une  et  une  seule  solution  de 

l'équation  (6.18)  régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la 

condition  (6.5),  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  suite 

i<COy^{x,j)l       de  fonctions  ayant  les  propriétés  suivantes  : 

CO^x,y)     est  régulière  dans  D  et  admet  la  dérivée  partielle 

continue   3  5^  COAx.j)     dans  D  .  On  a  les  inégalités 
X  y  ^ 

ùO^U,y)   <  CO  (x,y)  , 
■^^COjxjy)  <  ~dto{x,Y)    ,    "^  00y^{x,y)  <   ^  a>(x,y) 

X   '*  X  y  y 


(n  =  1,  2,    •••)  , 


et 


0  <F(x,y,z,p,q)  <  '^^'^^^^^U,y) 


X  y 


pour 


0  <  z  <  a)^(x,y)  ,   . 

0  ^P  <^^^Jx,y)  ,  0  <q.<  ^  uy    (x,y)  , 


X  ri^ 


■^n 


d ' où  on  a 


lim  a;(x,y)  =  0  , 
la  convergence  étant  uniforme  dans  D  , 

En  effet,,  d'après  le  leeme  1,  il  est  clair  que  la  condition 
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est  suffisante.  Montrons  donc  que  la  condition  est  nécessaire. 

Supposons  que  l'équation  (6.18)  admette  une  et  une  seule 
solution  z(x,y)  ^  0  régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la 
condition  (6,5).  D'après  le  théorème  6,3,  l'équation 
(6.21)     s  =  F(x,y,z,p,a)  +  £^ 
admet  la  plus  grande  solution 

z  =  60^(x,y) 
régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6,5),  où 
j^T^l  est  une  suite  de  nombres  £   tels  que  £^  y  0  et  que 
£^  soit  assez  petit.  On  a  donc 

'^^cO^ix.y)  >    ■^^a^^/(x,y), 

^y^U,y)  >    ^y60^^/x,y) 
dans  D  .  Par  la  méthode  utilisée  dans  la  démonstration  du 
théorème  6.3,  la  suite  \^ri^x,y)>      converge  vers  la  plu^ 
grande  solution  de  1 '^équation  (6.18)  régulière  dans  D  et 
satisfaisant  à  la  condition  (6,5),  c'est-à-dire 

z(x,y)  =  0  . 
En  vertu  de  (6.18)  et  (6.21),  on  obtient  les  inégalités 

0  <  F(x,y,z,p,q)  <  ^^9ya)^(x,y) 
pour 

0  <  z  <  ^^(x,y)  , 
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On  en  conclut  que  la  suite    ^  U\^{x,y)\      de  la  plus  grande 
solution  de  l'équation  (6,21)  régaliêre  dans  D  et  satis- 
faisant à  la  condition  (6.5)  est  une  des  suites  cherchées. 

C.Q.F.D. 

Soit  F(x,y,z,p,q)  une  fonction  satisfaisant  à  l'h^o- 
thèse  du  théorème  6.4-.  Lorsque  l'équation  (6.18)  admet  une 
et  une  seule  solution  z(x,y)  ^0  régulière  dans  D  .  et 
satisfaisant  à.  la  condition  (6.5),  nous  dirons  que 
F(x,y,z,p,q)  possède  la  propriété  (U)  ou  qu'elle  satisfait 
à  la  condition  (U)  dans  6C/^  . 

Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  continue  dans  un  ensemble 
/X      ,   Cherchons  les  dconditions  suffisantes  pour  que 
l'équation  (6.1)  admette  au  plus  une  solution  régulière  dans 
D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6,2), 

Supposons  qu'on  ait 
(6.22)    (f(x,y,z,p,q)  -  f (x,y,z' ,p' ,q' )  | 

<  F(x,y,^z  -  z'j  ,  }p  -  p'I  ,  |q  -  q'|  ) 
dans  /\  ,  où  F(x,y,z,p,q)  est  une  fonction  ayant  la  pro- 
priété (u)  dans  pQ   . 

Soient  z  =  ^  (x,y)  et  z  =  9^  (x.y)  deux  solutions  de 
l'équation  (6.1)  régulières  dans  D  et  satisfaisant  à  la 
condition  (6.2).  Posons 
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u(x,y)  =  f^   (x,y)  -  f^   (x,y)  ; 
u(x,y)  est  alors  une  solution  régulière  dans  D  et  satis- 
faisant à  la  condition  (6.5)  de  l'équation 
-^^-^y  u  =  f(x,y,u  ^f^{x,Y),'?^{u   +^(x,y)),?y(u  ^f^ix,j))) 

-  f(x,y,  0^^(x,y),  '^^fJx,y),   -^y^(x,y)). 
Par  hypothèse  on  a 

|f(x,y,u  ^  <^,  -^^Cu  ^^^),"-^  (u  -^5^  )) 

(6.23)  -  ^^^>y>?^>'3^%>^yfz^ 

<   F(x,y,  lut  ,p^u|  ,p^u|  ). 
Par  l'hypothèse  de  la  fonction  F(x,y,z,p,q)5  on  peut  prendre 
une  suite   |^^(x,y)j   de  fonctions  CO^{x,j)     telles  que 
lim  Ia)JkX,j)     converge  uniformément  vers  0  dans  D  et  qu'on 
ait 

0<F(x,y,  lu)  ,  p^uj  ,  p^u|  }  <  '^p^cd^x^j) 
pour 

|u|   <  ^'n(x,y)   , 
l^^^l   K'^^cOrf^x.y)    ,    p^u|  <  'Py<X)^(x,y)   . 
En  vertu  de   (6.23),   on  obtient 

Jf(x,y,u  ^  Cf  ,  ^^(u  +f^),    ^  (u  ^f^)) 

D'après  le  corollaire  1  du  théorème  6.2,  on  a 
|u(x,y))  <  cO^{x,y) 
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dans  D  ,   On  a  donc 

u(x,y)  =  0  . 
RêsTunons  les  résultats  obtenus  ci-dessus. 
Théorème  6.5.  Soient  F(x,y,z,p,q)  une  fonction  possé- 
dant la  propriété  (U)  dans  (^     et  f(x,y,z,p,q)  une  fonction 
continue  dans  un  ensemble  ^    . 

Si  l'on  a  l'inégalité  (6.22),  l'équation  (6.1)  admet  au 
plus  une  solution  régulière  dans  D  satisfaisant  à  la  con- 
dition (6.2). 

Remarque .  Les  fonctions  suivantes  i),  ii),  iii)  donnent 
pour  A,  B,  G  >  0,  0  <  z,  p,  q  <  +  PO   des  exemples  de 
F(x,y,z,p,q)  : 

i)     Ap  +  Bq  +  Cz  , 

ii)     Ap  +  Bq  +  Cz.tlog--[    (zjlogil  est  0  pour  z  =  O), 

z         •- 

iii)     Apjlog^J  +  Bq[log~|  +   Cz(logi)^ 

(sous  les  mêmes  hypothèses  que  dans  ii)), 
Démonstrons  i).   Posons 

F(x,y,z,p,q)  =  Ap  +  Bq  +  Cz  . 
Soit  cK^  une  constante  positive  telle  que 

C<^  >  (X(A  +  B)  +  C  . 
Posons 

^  (x^y)  =  A  e       (  A  (  >  0)  :  const.  )  ; 
AJ(x,y)  est  une  fonction  qui  satisfait  à  l'hypothèse  du 


3^ 

théorème  6.4-  pour  notre  F(x,y,z,p,q).  Il  suffit  de  montrer 

que  l'équation 

(6.18)'     s  =  Ap  +  Bq  +  Cz 

admet  une  et  une  seule  solution  z(x,y)  ^  0  régulière  dans 

D  satisfaisant  à  la  condition  (6.5).  En  tenant  compte  de 

(6.19),  on  obtient 

(6.20)'  •   s  =  A[p]^  +  B[q]^  +  C[z]^  . 

Posons 

<?i2(x,y)  =  -  A  (x  -  Xo)(y  -  y^)   . 
Si  l'équation  (6.20)'    admet  une  solution     z  =  z(x, y)'  régulière 
dans     D     satisfaisant  à  la  condition  (6.5),  d'après  théorème 
6.2,   on  a 

-  Mx  -  x,)(y  -  y^)   <    z(x,y)  <     A  e^^^""^^  , 

-  A(7-  y^)   <      ^^z(x,y)    <   Ao(    e^^^^>, 


-  \{x  -  Xo)<      "^  2(x,y)  <    AcX    e 

«7 


(X'i-<^) 


Par  passage  à  la  limite   A  -^   +  0  ,  on  a 

z(x,y)  ~  0. 
De  même  on  démontre  ii)  et  iii)  . 
Posons 

^r\(^,y)   =£ri^x  ■  "^o^^y   -  yo^   exp|j    ^Ax,y)dxdy| 
(  E^io,  0  <<^(x,y),j  <5"(x,y)dx,  ('''^(x,y)dy<+^} 

(n  =  1,  2,  ...) 


Ti^V 
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D'après  le  lemme  1,  on  obtient  immédiatement  le  théorème  sui- 
vant. 

Théorème  6.6.  Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  continue 
dans  éO-;;,    ,      Supposons  qu'on  ait 

0  •  <  f(x,y,2,p,q),   f(x,y,0,0,0)  =  0 
et  l'inégalité 

f(x,y,z,p,q) 


^ 


a  +/<.(y  -  y^)  Ji_^(x,y)dx 


y  •■  y© 


b  +  i^(x  -  xj  r  ^(x,y)dy 

_- '-^ q 


X  -  X 


-.0 


c  +  (x  -  x^)(y  -  y^)  ^(x,y) 

+    : ; ; : 2 

(x  -  x^)(y  -  y^) 
(0  <5(x,y)  ;   ]  5"(x,y)dx  ,  \  ^(x,y)dy  <  +f>o), 

où  a,  b,  c  /£  et  ^  sont  des  constantes  positives  telles  que 
que      a  +  b  +  c  <  1  ,    /<  "^  /-^  <  1  , 
/^+b<l,        /^+a:^l. 
L'équation  (6.1)  admet  au  plus  une,  solution  régulière  dans  D 
et  satisfaisant  à  la  condition  (6.5).. 

En  particulier,  si  l'on  pose  <3  (x,y)  ^  0  ,  on  obtient. le 
corollaire  suivant   .  ' 


l)  M^  Kukuhara,  tî.r.'^rj.e  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, (Iwanaini  Kôza  Mathtr.iatiquec),  (en  japonais). 
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Corollaire .   Si  l'on  a  l'inégalité 

f (x,y,z,p,q)  <  _ p  + 


(a,b,c>0,a  +  b  +  c<l), 
l'éauation  (6.1)  admet  au  plus  une  solution  régulière  dans  D 
et  satisfaisant  à  la  condition  (6,5). 

6.6.   Continuité  et  dérivabilité  par  rapport  au  paramètre. 

Soient  f  (x,y,z,p,q,  X  )  une  fonction  continue  danso@^/>, 
où  A      désigne  l'intervalle  Jl.  <\   -^  J^        ,  et  F(x,y,z,p,q) 
une  fonction  satisfaisant  à  la  condition  (U)  dans  cQ-,   . 
Supposons  que  f(x,y,z,p,q,  >^)  satisfasse  â'ia  condition  (E) 
en  chaque  valeur  de  /j  ,  et  qu'on  ait 
(6.2/,)     ^^^  a;(x,y)  <  f(x,y,z,p,q,A)^  ■^x^y^(x,y), 

e/ 

(6.25)  Jf(x,y,z,p,  q,A)  -  f (x,y,z' ,p' ,qSA  )  [ 

<  F(x,y,  |z  -  z'j  ;  jp  -  p'|,  iq  -  q'\). 
Considérons  l'équation 

(6.26)  s  =  f(x,y,z,p,q,>\). 

En  vertu  de  (6.2/+)  et  (6,25),  l'équation  (6,26)  admet  en 
chaque  valeur  de  /\  {  €  /[  )  une  et  une  seule  solution 
régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.2). 
Désignons  cette  solution  par 

(6.27)  z  =  f  {x,Y,X)    . 

Démontrons  d'abord  que   <:>(x,y,>s),  '^^<^(x,y,>^)  et 
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Q  ^(x,y,X)  sont  également  continues  par  rapport  a   J\ 
pour  (x,y)  6  D  . 

La  fonction  f(x,y,z,p,q,A,  )  étant  continue  dans  le  domaine 
fermé  c&  X  A     ,  on  peut  prendre  un  nombre  positif  S~   tel  que 

|f(x,y,z,p,q.  A/)  -  f(x,y,z,p,q,A2)  1  <  £ 
pour   j  X|  -  A£)<S'  >  (  A/  ,  A^  é/1  ),  où  ^  est  un  nombre 
positif  donné  à  l'avance.  On  a  donc 

<lfU,y,  f,'^xf,  'V'  '^'^  "  ^^'''^''^  '^xf,  '^yf,'ÀP 

+  )f(^>y>  ^  .'^xf,  '"^y^,  '^^'  "  ^''''^'  '^''^xt.  '^  t,''^"'^' 

où  ^  et  y  désignent   ^  (x,y,  A»)  et  ^  (x,y,  A^  )  res- 
pectivement. 

D'après  le  théorème  6,3,  l'équation 

s  =  F(x,y,z,p,q)  +  £ 
admet  la  plus  grande  solution 

z  =  ^O  (x,y,  £  ) 
régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.5).  Par 
la  méthode  utilisée  dans  la  démonstration  du  théorème  6.3,  on 


a 


lim  ^(x,y,  £  )  =  0.  , 
^iTo^x^^^'^'  E)  =  0  ,  lim  X^(x,y,E)  =  0  , 
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la  convergence  étant  uniforme  dans  D  .   D'une  manière  analogue 
à  la  démonstration  du  théorème  6.5,  on  obtient  les  inégalités 

\'DyCf{x,y,A,)  -   ^  f(x,y,  A^)|  <  ^  a)(x,y,e). 

On  en  conclut  que  ^(x,y,A)j   ^  fi^,Jy\)     et  ■ 
'^  Cp(x,y,\)  sont  également  continues  dans  l'intervalle  A 
pour  (x,y)  €  D  . 

Eonnons  un  lemme  dont  on  a  besoin  pour  résumer  les  résultats 
obtenus  ci-dessus, 

Lemme  2,   Soit  f(x,y,z)  une  fonction  définie  dans  D  X  A  ^ 
où  D  est  un  domaine  dans  le  plan  des  variables  ~  x  et  y  . 
et  que  A     est  un  intervalle  sur  une  droit  de  z  . 

Si  f(xjy,z)  est  continue  dans  D  en  chaque  valeur  de 
z  {  G  A  )}   et  également  continue  dans  l'intervalle  A     pour 
(x,y)  6  B  ,  f(x,y,z)  est  continue  dans  D  /  /\  . 

Comme  l'inégalité 

i'(x/,y,  ,Z/)  -  f(x^,y^,z^) 
<    ]f(x/,y^,z,  )  -  f(x^,y^,z^)l   +  |f(x^,y^,z^)   • 

-  F(x^,y^,z^)j 
nous  conduit  à  la  continuité  de  f(x,y,z)  dans  D  X  A  ,  la 
démons.tration  est  facile. 
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Théorème  6.7.   Soient  f(x,y,z,p,q,/\  )  une  fonction 
continue  dans  ^  ^  A     ,  où  /\  désigne  l'intervalle  Jl ,   <_ 
X<£->f   et  F(x,.y,z,p,q)  une  fonction  satisfaisant  à  la  con- 
dition (U)  dans  o9^  . 

Supposons  que  f  (x^y-jZ^p^q,^  )  satisfasse  à  la  condition 
(E)  en  chaque  valeur  de  A  (  ^  /\  ),  et  qu'on  ait  les 
inégalités  (6.2/!^)  et  (6,25-).  Alors  la  solution  z  =y(x,y,A) 
régulière  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (6.26)  satis-^ 
faisant  à  la  condition  (6.2)  et  ses  dérivées  partielles 

^    ^  (x,y,A  )  et  3  ^(x,y,A)  sont  toutes  les  trois 
continues  dans  D  X  /\ 

Leinme  3.  Soit  f(x5y^z,p5q;  uns  fonction  continue  dans 
A\  .   Supposons  qu'on  ait  l'inégalité 

(6.28)     |f(x,y,z,p,q)|   ^   Ajp]   +  Blq|   +  C|zj   :- A  , 
où  A,  B,  C  et  A  sont  des  constantes  non  négatives. 

Si  l'équation  (6,1)  admet  ujie  solution  régulière  dans  D 
z  =  f{x,j) 
satisfaisant  à  la  condition  (6.5),  on  a  les  inégalités 
|f(x,y)j  ,   |p  f  (x,y)j  ,  j-J  (f{x,y)\  <\Y    , 

où  y    est  une  constante  qui  ne  dépend  que  le  domaine  D. 

En  effet,  on  peut  prendre  deux  nombres  positifs  (y{    et  S 
tels  que 

o(^>  |((A  +  B)  +  C  +  1  , 
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X  +  y  +  /3  >  0  (x,y)..€  D  . 

Posons 

En  vertu  de  (6.28),  on  a 

f(x,y,z,p,q)   <  '?^'3^cO(x,y)  , 
pour     |zl  <,Ui{x,j)    ,  |p|,  |q[<  ■9^60(x,y)  =  "^  a)(x,y)  . 
D'après  le  corollaire  1  du  théorème  6.2,  on  obtient 

|^(x,y)i  <  CO{x,y)    , 

Pxy(x,y)}  ,  pyf  (x,y)|<  ■^^Uj{x,y)   =  -^^udix^y). 

On  peut  donc  prendre 

C.Q.F.D. 
Soient  f (x,y,z,p,q, A )  ainsi  que  ses  dérivées  partielles 
"3^  f ,  ^pf   ,  "^^  f  et  ^i"  continues  dans  o9x/l  , 
Supposons  qu'on  ait  l'inégalité  (6,24-).  ^^ 

Désignons  par     ^ 

z  =  f  (x,y,X) 
la  solution  régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition 

(6,5)  de  l'équation  (6.26).  D'après  le  théorème  6.7, 

V^(x,y,A)  ,  -^  f  (x,y,>v  )  ,  ^  ^(x,y,A)  et  5^^  (x,y,\) 
sont  continues  dans  D  X  /l  .  De  plus  nous  montrons  que  toutes 
ces  fonction  admettent  les  dérivées  partielles  par  rapport  à 


\  ,   qui  sont  continues  D  X  A    . 

D'abord  nous  supposons  qu'elles  existent  et  sont  continues 
dans  D  X  /1   . 
Posons 

u(x,y,A)  =  5^^(x,y,A)  . 
Alors  u(x,y,A)  est  une  solution  de  l'équation 
(6.29)   "^^^  u  =  f^u  +  fp  '^z.^  ^  ^<^à^^  ^  ^X    , 
qui  est  régulière  dans  D  et  satisfait  à  la  condition 

■^(^j^o  5^)=0         X£)<x<Xo   "^a, 
(6.30) 

où  ^F  >  f  to  5  ^9   ^"'^  ^A   désignent  respectivement  les 
fonctions  obtenues  en  remplaçant  z,p  et  q  par  y(x,y,A)5 
"^  <^(x,y,A)  et  "^  ''f(x,y,A)  dans  "^  f  (x,y,z,p,q,  A)> 
"^^  f(x,y,z,p,q,A)  ,  "^^  f(x,y,z,p,q,A)  et  '3^f(xjy,z,p,q,A) 

Réciproquement,  si  l'on  fixe  A  >   l'équation  (6.29)  admet 
une  et  une  seule  solution  régulière  dans  D  et  satisfaisait 
à  la  condition  (6,30 ).  Désignons  cette  solution  par 

A   u  =  fU>J,\)   . 
D'après  le  théorème  6,7,   ^(x^y^A),  ^  Cp{x,y,X)     et 
'P  T  (x,y,A)  sont  continues  dans  D  X  A   •  Pour  fixer  les 
idées  désignons  par  A^  un  point  arbitraire  mais  fixe  dans 
/]      ,     Posons 


w 


(x,y,A,Ao)  =  V'(x,y,A)  -fU,y,Xo)   -  (A- Ao)  y^(x,yA). 
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On  a  slors 

et  w(x,y,  A  ,  Ao  )  est  une  solution  régulière  dans  D  de 
l'équation 

MF2.  -  f^  )f    ^  (fx    -  fA  )]  . 


où 


(/>  =   f(x,y,Ao),    f^  =  ^^y^(^.y.A£)),  fy  =P^f  (x,y,Ao), 

^=  f(x,y,Ao),   y^=^^y(x,y,Ao).  fy  =^yf(^^y»^^' 
y  =f(x,y,\>)  +  a{<f  (x,y,A)  -  ^ix,y,A,)]  , 

^y  =-3  f  (x,yA)  ^  ^l^yf  (x,yA)  --^^f  (x,y,Ào)   , 

Â  =  A^+  é^(A-Ao)  ,    0  <  (9  <i  ; 

>  

f^   0^f(x,y,y,^^,  y^,Xj,  f-    Ojf(x,y,y,y^,y^,X), 

«7 


'X    'y 


On  obtient  donc  dans     ^  x/1    les  inégalités 


If J    <     A   ,       fJ 


t'     - 


<r    B  .    I  f  .j   <    G 


^2S         - 
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où  A,  B  et  C  sont  des  constantes  et  £,  est  une  constante 
telle  que 

lim  £  =  0  . 
D'après  le  lemme  3  on  a 

I  w(x,y,A,Ao)l  >  J'P  w(x,y,;5^,A«  )j  ,]p  w(x,y,A  A)| 
On  obtient  donc 

=  fy(x,y,Xo)- 

Par  suite,  on  a  T  "^  "^  ^(x,y,A)  L  ^  •  ^o  ©tant  un 
point  arbitraire  dans  A     ,   nous  obtenons  le  théorème  suivant. 

Théorème  6.8.  Soient  f (x5y,z,p,q,X)  ainsi  que  ses 
dérivées  partielles   ^z^>     <^b  ^  j  '^ç  ^     ®^  ^-^  continues 
dans  (&  ^  A   *     Si  l'on  a  les  inégalités  (6,24-),  l'équation 
aux  dérivées  partielles  (6.26)  admet  une  et  une  seule  solution 
régulière  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.5).  Désignons 
cette  solution  par 

cela  est  continue  dans  J)  jx  A       et  admet  d  '  ailleurs  •  ses 
dérivées  partielles  continues  ^\^  i^,y,\) ,    P  3>^fl  (x^y?'^)^ 


6.7.  Propriété  de  Peano. 

Nous  avons  montré  dans  le  numéro  précédent  que,  si 
f(x,y,z,p,q)  satisfait  à  l'hypothèse  du  théorème  6.3, 
l'équation  aux  dérivées  partielles  (6.1)  admet  la  plus  grande 
solution  régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition 
(6.2). 

Nous  montrons  ici  qu'on  peut  étendre  à  ce  cas  le  théorème 
bien  connu  de  Peano  dans  la  théorie  des  équations  différenti- 
elles ordinaires. 

Lemme  4.  Supposons  qu'on  ait  les  inégalités 

çO  (x,y}  <  â3(x,y)  ,  '  ' 

'^oj{x,y)   <  9^6Û(x,y)  ,  5  a;(x,y)<  ^   Zô(x,y) 

X  X  y  y 

dans  D  . 

SI   une  fonction  f(x,y,z,p,q)  est  continue  et  non  dé- 
croissante par  rapport  à  z,  p,  q,  et  si  l'on  a  les  inégalités 

(6.31)  ^  ^^^^U,y)   <  f(x,y,z,p,q)  <  3  9  â)(x,y) 

X  y    '  ?^  7   j^  j  X  y 

dans  Q     ,  il  existe  une  fonction  F(x,y,z,p,q)  non 
décroissante  et  satisfaisant  à  une  condition  de  Lipschitz  par 
rapport  à  z,  p,  q  et  qui  satisfait  aux  inégalités 

(6.32)  ^'^  a3(x,y)  <  F(x,y,z,p,q)<  3  ^  â)(x,y)  , 

X  y  X  y 

(6.33)  |f(x,y,z,p,q)   -  F(x,y,z,p,q)  (  <t    , 
où    £,     est  un  nombre  positif  donné  à  l'avance. 
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Soient  d^  ,  d^^^   et  d^   les  plus  petites  valeurs  des 

fonctions  continues  ô3{x,y)   -  ^(x,y)  ,-  "^  (â3(x,y)  -^(x,y)) 


X 


et      3  (<^(x,y)  -  60 (x, y))     dans  le  domaine  fermé     D     res- 

y 

pectivement.  Par  hypothèse,  on  a 

d-  >  0  (j  =  1,  2,  3). 

à 

f(x,y,z,p,q)  étant  continue  dans  ^    ,   on  peut  prendre  un 

nombre  positif  S     de  manière  qu'on  ait 

j  f(x,y,z,p,q)  -  f(x,y,z',p,q)  )  <  £/3  , 

pour  0<  ]z-z'l<S'  .  ^"^  i^{i^,Y)     et  3  ^  âS(x,y) 

X  y  X  y 

étant  aussi  continues  dans  le  domaine  fermé  D  ,  on  a  les 
inégalités 

^^Py<2J(x,y)  <  f(x,y,z,p,q)  -  £.  , 

"5^5yi0(x,y)  >  f(x,y,z,p,q)  +8 
pour  £  (  ^  O)  assez  petit. 
Soit  m  j  un  entier  tel  que 


6o(x,y)  -  O)  (x,y)    ^ 
0  <  Z <  à 


m  J 


Posons 


^(x,y)  -  a2(x,y) 
^r(x,y)  =^(x,y)  + —  0 

(j  =  Q,  1,  2,---,m;) 


et 


46 

F  (x,y,z,p,q) 

z  -  60; 


^    -  UJr  z    ~    La)- 

=  f(x,y,CO   ,P,q)^   ,/^.  +  f(x,y,  a}-,p,q)— ^^^ 


pour 


A>-  (x,y)  <  z  <  ^^(x,y)        (j  =  1/2,  •••,  ni/)  . 
On  obtient  aisément  les  inégalités  suivantes 

}f(x,y,^-,p,q)  -  f(x,y,60,  ,p,q)|  <  £/3 

(j  =  1,  2,  •••,  my), 
I  f(x,y,z,p,q)  -  F^  (x,y,z,p,q)(  <  5/3  . 
On  a  donc 

^^'^y(i2(x,y).  <  F/(x,y,z,p,q)  -  2£/3  , 
'^y.'^^M{7i,Y)    >   F^(x,y,z,p,q)  +  28/3'. 
Par  définition,  la  fonction    F^ (x,y,z,p,q)  est  non 
décroissante  par  rapport  à  z,  p,  q  et  on.  a  ■ 

Dz  F/  (x,y,z,p,q)|  <  m,£/dj 
où  T)^  F,      et  D^F^   sont  définies  dans   ^(x,y):^z<  û)(x,y) 
et  dans  CO{x,y)   <z  <  Û3(x,y)  respectivement.   Par  suite, 
F^  (x,y,z,p,q)  satisfait  à  une  condition  de  Lipschitz  par 
rapport  à  z  .   Il  existe  un  nombre  positif  ^   tel  qu'on  ait 

I  F,  (x,y,z,p,q)  -  F^  (x,y,z,p' ,q)  ]  <  6/3 
pour  0<  jp-p'l<  S'«   0^  prend  un  entier  m,   de 
manière  que 

^x^^x,y)  -  ^^^(x,y)        ^ 

^  ^  <   <3    • 

m-. 
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Posons  de  nouveau 


,  /  '      w    N    a)(x,y)  -  60  (x,y) 
Wr(x,y)  =  A2  (x,y)  +  ;;; j 


/ 


m 


z. 


(3  =  0,  1,  2,  •••,nu) 


et 


F^(x,y,z,p,q) 

-   F,  (x,y,z,  P^a^._^  ,q)  fPy;^^;;^^ 


X   / 


X^/'/ 


^^^r-/^'y^  <  p  <  ^  '=^r(x,y)    (j  =  1,  2,  --Sm.) 
X  (f  I  X   tf  •  ^ 

On  a  les  inégalités  suivantes 

F{(x,y,z,  ^^(U)^-  ,q)  -F^CxjjjZ,-^  a>- _^  ^q.)  |  <  ^/3  , 

F,  (x,y,z,p,q)  -  F^  (x,y,z,p,q)  |  <  £/3  , 
^  ^,,^(x,y)  <  F  (x,y,z,p,q)  -   £/3  , 
■^^^yCôCxjy)  >  F^(x,y,z,p,q)  +   £./3  . 
On  voit  aisément  que  F^(x,y,z ,p,q)  est  non  décroissante  par 
rapport  à  z,  p,  q  et  qu'on  a 

:Dj,F^(x,y,z,p,q)|  <  m-^£/&j^   . 
F^(x,y,z,p,q)  satisfait  à  une  condition  de  Lipschitz  par 
rapport  z  et  p. 

De  même,  en  prenant  m 2   assez  grand,  si  l'on  pose 


l^ 


F(x,y,z,p,q) 


Q  -'^.rùOr 


+  E,(x,y,z,p,   ^    Lùr) LfLl- 


pour 


on  a  les  inégalités 

'  y   a  y  "3 

tF;^(x,y,z,p,q)  -  F(x,y,z,p,q)|  <  £/3  .. 
On  obtient  donc  (6.32)  et  (6,33).  Par  définition 
F(x,y,z,p,q)  est  non  décroissante  par  rapport  à  z,  p,  q. 

I  D"F(x,y,z,p,q)|  <  m^  E/d^  ayant  lieif,  F(x,y,z,p,q) 
satisfait  à  une  condition  de  Lipschitz. 

Soit  f(x,y,ZjP,q)  une  fonction  satisfaisant  Pà* l'hypothèse 
du  lemme  /+  et  à  la  condition  (E). 

D'après  le  théorème  6.3  et  son  corollaire,  l'équation 
(6.1)  admet  la  plus  petite  solution  et  la  plus  grande 
régulières  dans  D, 

Désignons  celles-ci  par 

2=2  ^^>y^    >  z  =  y  (x,y) 

respectivement. 

Soient  (xy ,y  )  un  point  de  D  et  z^ ,  p  ,  q   tels  que 


(6.34)   '^^^^(x/  ,7/  )<  P/  <^.^f(-/:y/^ 
^  ?(x/,y/  )  <  q^  ^Ç-^  j(x/-y/). 

Montrons  que  l'équation  (6,1  )  adîTiet  une  solution  z  =  J^  (x^j) 
régulière  dans  D  ,  satisfaisant  à  la  condition  (6„2)  et  qui 
possède  les  propriétés  suivantes  : 

(6.35)       <f(vyr)  =  ^/ 

et 

ï  (x,y)  <  fU,y)    <  y(x,y), 

(6.36)     ^  f  (x,y)  <  -^  q^(x,y)  <  "^  f  (x,y)  , 
X-  X  ^  X 

?yf  (x,y)  ^  -^  5p(x,y)  <  ^  y(x,y) 
dans  D  . 

Pour  montrer  cette  proposition,  soit  i^^^l   une  suite  de 
nombres  tels  que   £^  \1/  0  (  £,  est  assez  petit).  D'après  le 
lemme  ^,  il  existe  F^(x,y,z,p,q)   (n  =  1,  2,  •*•)  qui  sont 
des  fonctions  continues  dans  o^  ,  non  décroissantes  et 
satisfaisant  à  une  condition  de  Lipschitz  par  rapport  à  z,p,q, 
et  telles  que 

jf(x,y,z,p,q)  -  F^(x,y,z,p,q).|  <  ^n    , 

^  ^'3,,^(x,y)  <  F  (x,y,z,p,q)<  "^  ^  a)(x,y) 
X  y  X  y 

(n  =  1,  2,    •••). 
On  a  donc  les  inégalités 
F  ( 
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F^(x,y,z,p,q)  -  Z-n  <f (x,y,z,p,q)   <    F^(x,y,z,p,q)   +  E^ 
pour     z<z^z,     p<p<P,     q<q<q     et     (x,y,z,£,q), 
(x,y,z,p,â)   e  ^    . 
D'après  les  théorèmes  6,1  et  6,5,   chacune  des  deux  équations 

s  =  FT^(x,y,z,p,q)  -     £^  , 

s  =  F^(x,y,z,p,q)  +  E^ 
admet  une  et  une  seule  solution  régulière  dans  D  et  satis- 
faisant à  la  condition  (6,2).  Désignons  ces  solutions  par 

z  =  2-^(x,y),         z  =  y^(x,y)  ._ 
D'après  le  corollaire  du  théorème  6,2,  on  a  les  inégalités 

2^(x,ï)  <  ?  (x,y).<  f(x,y)  <  %Ua)    , 

X  X  X  . 

'^,.ÏJx,y)<  -^  ?(x,y)<^  ^(x,y)<  ^  9^(x,y) 

dans  D  ,   Considérons  l'équation 

s  =  Fjx,y,z,p,q)  +  X  '  '  l^j  <  S;  . 
Cette  équation  admet  une  ef  une  seule  solution  régulière  dans 
D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.2).  Désignons  cette 
solution  par 

2  =   %  ^^^y^  a)  . 

D'après  le  théorème  6,7,   y^(x,y,X)  >  "^     f   (x,y,  A)  et 
'^^^  <^  {x,y.)\)     sont  continues  par  rapport  auzz   variables 
X5  y-y  \     .  D'après  le  corollaire  2  du  théorème  6.1  et  le 


théorème  6.5,  on  a  les  inégalités 

%  (x,y)  <  %ix,y,\)    <   cpjx.y)  , 

dans  D  pour  jA)  <  £^   .  Il  existe  donc  y\^  tel  que 

Désignons  par 

z  =  ^  (x,y) 
une  solution  de  l'équation 

s  =  F^(x,y,z,p,q)  +  X^ 
régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.2).  Par 
la  même  méthode  que  celle  de  la  démonstration  du  théorème  6.3, 


on  a 


lim  f^(x,y)  =  ?(x,y)  , 

la  convergence  étant  uniforme  dans     D  .      Par  la  définition  de 
A-n    ,   on  a     lim    /\-n~  0  .     On  a  donc 
f(x^,y,)  =  z,    . 

D'autre  parb^   on  a 

lin  vcrti^  J3  la  ccm'oi^:;^^:2ce  unifo-rmo  da     Fn>     ,  ^     ^    1)  ^^     et 

^7L  xZ-n 
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7)  Ç*   -  on  en  obtinst 

z  =  Q>  (x^j)     est  donc  une  solution  de  l'équation  (6.1) 
régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6o2). 

On  peut  voir  que  dans  la  proposition  que  nous  venons  de 
démontrer,  on  peut  remplacer  (6.35)  par  ^  <P{Xj,y^)   =  p   , 

ou  ^yf  (x/,y,  )  =  Q;  . 

En  résumant,  nous  avons  le  théorème  suivant. 

Théorème  6.9»   Soient  ôO{x,y)     et   60  (x,y)  des  fonctions 
satisfaisant  à  l'hypothèse  du  lemme  A.   et  f(x,y,z,p,q)  une 
fonction  continue  non  décroisisante  par  rapport  aux  variables 
z  ,  p,  q  et  satisfaisant  à  la  condition  (E). 

Si  l'on  a  les  inégalités  (6.31)  dans  (^     ,  l'équation  (6.1) 
admet  la  plus  petite  solution  et  la  plus  grande  régulière  dans 
D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6.2).  Désignons  ces 
solutions  par 

z  =  1   (x,y)  ,   -  -     z  =  f{x,y) 
respectivement.   Soit  (x,  ,7^  )  un  point  de  D  ,  et  prenons 
z^  ,  p  ,  q^   de  manière  qu'on  ait  les  inégalités  (6,34-). 

L'équation  (6.I)  admet  une  solution  z  =  ^ (x,y)  régulière 
dans  D  ,  satisfaisant  à  la  condition  (6.2)  et  qui  remplit 
les  conditions  (6.35)  et  (6.36).  D'ailleurs  le  théorème  reste 
vrai,  encore  qu'on  remplace  (6,35)  par  ^xT^-^>'"^y  ^  "^  P/   °^ 
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6.8.  Existence  de  ^'?-<P{^,j)     et  Q^^'^^^f  (x,y)  . 

Supposons  que  f(x,y,z,p,q)  ainsi  que  ses  dérivées  par- 
tielles  "^f,  3)  f,7)  f»"^  f  soient  continues  et 
X    '^z      P      q 


que  les  inégalités  (6.3)  subsistent  dans  <X7  ,  Soient  g(x) 

ainsi  que  ses  dérivées  g'(x)  et  g"(x)  continues  dans 

l'intervalle  Xç  <x  <Xç)+a.  D'après  les  théorèmes 

6.1  et  6.5,  l'équation  (6,1)  admet  une  et  une  seule  solution 

régulière  dans  D  et  satisfaisant  à  la  condition  (6,2). 

Désignons  cette  solution  par 

z  =  Cj>  (x,y)  . 

S'il  existe  la  dérivée  partielle  continue  "P  "^  <^(xjy), 

X  X  :' 

'?•  "5  "^^  '^{'x.,j)     doit  aussi  exister  et  satisfaire  à  la 
XX  «y  ' 

relation 

-^  {-^;?q>{^,Y))   =  a(x,y)-^^9^f>(x,y)  ^   b(x,y). 


y     X    X 


où 


a(x,y)  ='^pf(x,y,  ^(x,y),^^<^(x,y),-^  f(x,y)), 
b(x,y)  =  ^/(x,y,^(x,y),-3^C^(x,y),^^(^(x,y)) 

0^f(x,y,Cp(x,y),?-^^(x,y),'3.  f (x,y))5^Y^x,y) 
Oqf(x,y,  f  (x,y),'^^cp(x,y),^  <p(x,y)) 

Xf(x,y,<^(x,y),g^^(x,y),-^^^(x,y)). 
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Considérons  l'équation  différentielle   ordinaire 

~  =  a(x,y)u  +  b(x,y)    , 


où  X  est  un  paramètre.   Cette  équation  admet  une  et  une 
seule  solution 

.   u  =  p  (x,y) 
qui  satisfait  à  la  condition  initiale 

u(y^).=  g"(x). 
ih  {x,y)     est  continue  dans  D  par  rapport  aux  variables  x 
et  y.  . 

Soit  {x   ,j)     un  point  arbitraire  mais  fixe  de  D. 
Posons 

(6.37)  w(x,y)  =  ^^y(x,y)  -  -^^fU^^j)  -   (x  -  Xy)f(x,y). 
Par  définition,  on  a 

(6.38)  w(x,y^)  =  g'(x)  -  g'(x^)  -  (x  -  x,)g"(x). 
On  obtient  donc 

iw(x,y^)j  <  f  |x  -  X,  I 
dans  l'intervalle  Xj^<  x    <^  x  ^^    +a,où  P  est  une 
fonction  de  x  telle  que 

lim  9=0. 
En  dérivant  w(x,y)  par  rapport  à  y  ,  on  obtient 

(6.39)  ^  w(x,y)  =  A(x,y)w(x,y)  +  (x  -  x^)  £  (x,y), 
où 
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A(x,y)  =  Qpf  (x,y,  ^, -^^^  , -5  ^), 
£(x,7)  =  ^(x,y)  [^pf  (x,y,y,-5^^,9^cp)  --^pfCxjy^f  ,p^(^,'^  )c^) 

0/(x,y,f,'^^f,-^yr)  -  V^^^^'f'^^xT'^y'f^x.x, 

+  '^^f(x,y,^,-^^^,^f)(f(x,y)  -^(x,,y))/(x  -  x,  ) 

+  ^^f(x,y,y,-^^^Q^)('^j:'(x,y)  -  ^  f  (x^  ,y)  )/(x  -  x^) 

-  f(x,y,y,^^y,^^^)^^^^^^f(x,y,^,^^^,^^^^ 

y  =  f(x/,y)+  <9(y(x,y)-    <f(x^,y)), 
^x^=  ^^f  (x;  ,y)  -^  <9(^^<f(x,y)  -^^(^(x,,y))  , 
-^yf  ='^  f  (x,,y)  +  (9('^  f  (x,y)  --3  y(x,,y^))  , 

X  =  X,  +  ^(x  -  X/)      0  <  ^  <  1  , 
d'où  A(x,y)  et   £  (x,y)  sont  continues  dans  D  ,  et  on  a 
les  inégalités 

.   t^(x,y)|     <    K  ,  |6(x,y)|   <  5"    , 

où     K     est  une  constante,   et  on  a 

lim    6"    =  0   . 
En  vertu  de   (6.38)  et  (6.39),  on  a 

|w(x,y)|    <    |x-  x.ljf  ^     ^(e^^^'^^^-  l)  }  , 

de  sorte  que 

w(x,y) 

lim =  0   . 

x-»z,   X  -  X, 
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En  vertu  de  (6.37),  on  obtient'     '    ■    . 

'3p^(x,,y)  =  f  (x,,y). 

X,  étant  un  point  arbitraire  de  l'intervalle  x^  <x   <Xq  +  a, 

on  a  •    ,  .  . 

'?^^^f(x,y)   =  ^(x,y)  . 

dans  D  . 

Nous  nous  conduisons  donc  au  théorème  suivant. 

Théorème  6.10.   Supposons  que  f(x5y,z,p5q)  ainsi  que  ses 

dérivées  partielles   ^fj'^f,  ^^^'^^  soient  con- 

^      z      p      q 

tinues  et  que  les  inégalités  (6.3)  subsistent  dans  <:©  . 
Soient  g(x)  ainsi  que  ses  dérivées  g'(x)  et  g"(x)  continues 
dans  l'intervalle  x<x<Xp  +a.  L'équation  (6.1)  admet 
une  et  une  seule  solution  z  =  (p(x,y)  ^régulière  dans  D  et 
satisfaisant  à  la  condition  (6.2),  On  a  les  dérivées  parti- 
elles  ^  '3  f{x,y)     et   "^  "^  ^  9^(x,y)  continues  dans  D, 
X  X  ^    •        X  X     y  ' 

Quant  à  "^  7^  Cp{x.y)    ,   nous  avons  aussi  le  théorème 

y   yJ 

analogue . 

6.9.  Prolongement  de  solutions; 

Soient  D.  et  D^  deux  domaines  (ouverts  ou  fermés); 
Supposons  que  D^  "^  D^  soit  aussi  un  domaine. 

Soient  z  =  '^  (x,y)  et  z  =  ^  (x,y)  ,  des  solutions  de 
l'équation  (6.1)  régulières  dans  D^  et  D^  respectivement. 
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Posons 

(6.A0)      9(x,y)  =^  ' 

^        [^^(x,y)       (x,y)  e  D^  . 

Lorsque  z  =  Cp(x,y)  est  une  solution  de  l'équation  (6,l) 

régulière  dans  Dj  ^  B         nous  dirons  que   <^  (x,y)  est  le 

prolongement  de  (P  {x,j)     et  dréciproquement   <^  (x,y)  est 

celui  de  ^^{x,y). 

Soit  H(t,^)  une  fonction  continue  dans  t^  <.  t  ^  t,  , 

0  ^$^c  (c>0).   Supposons  que   Ç  (t)  S  0  soit 

l'unique  solution  satisfaisant  à  la  condition  initiale  ^(to) 

=  0  de  l'équation  différentielle 

if  =H(t,Ç). 

Théorème  6.11.   Soit  f(x,y,z,p,q)  une  solution  continue 
dans  ^  ,  et  satisfaisant  à  l'inégalité 
{6. a)         |f(x,y.,z,p,q)  -  f(x,y,z,p',q)j  <  H(y,  jp  -  p'|). 

Soient  g(x)  ainsi  que  g'(x)  continues  dans  ],' intervalle 
X   -  a'  <  X  <  X(5  +  a  ,  et  D^  et  D^  les  domaines  définis 
respectivement  par 

^7  •    x^  <  X  <  Xo  +  a  ,  y^  <  y  <j^     +  b  , 

D^  :   x  c.  -  a'  1^  X  <  x„  ,  y^  £  y  <  yo  "^  ^  • 

Si  l'équation  (6.l)  admet  des  solutions 

z  =     f   (x,y),         z  =  f  (x,y)  , 

4  'Z 
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-  ■ 

la  première  étant  régulière  dans  D^   et  satisfaisant  à  la 
condition 

(6.A2) 

z(xo,y)  =  h(y)        yo<y<yo   ■"  ^  > 

et  la  seconde  étant  régulière  dans  D   et  satisfaisant  à 

z(x,y  )  =  g(x)      Xj,  <x  <x   +  a  , 
(6.A2)'  -   - 

z(Xo,y)  =  h(y)      y^  <y  <y^  +  b  , 

^    (x,y)  est  le  prolongement  de   ^  (x,y),  et  réciproquement 

^  (x,y)  est  celui  de  (f>    (x,y). 

En  effet,  on  voit  aisément  que  Q>  (x,y)  et  '~^    Cj>(x,y) 
sont  continues  dans  D,  ^  D^  .  Pour  démontrer  que  '^  (x,y) 
soit  régulière  dans  D^  '^  D^  ,  il  suffit  de  prouver  que 
^   ^(x>y)  ^st  continues  dans  D^  '^  D^  en  tous-^^os  .points , 
Pour  œla,  cependant,  il  suffit  de  prouver  qu'elle  l'est  en 
tous  ses  points  du  segment  x  =  x^  ,  y  '<  y  <.y^  +  b  . 
D'abord  nous  montrons 

9^t,(x„y)-=  ^^f^(x^,j)  y^^y^y^^h   .. 

Posons 

En  vertu  de  (6.42),  (6.A2)',  (f^   (y)  et  -  d;   (y)  sont  des 
solution  satisfaisant  à  la  condition  initiale 

^(Jq)   =  g'(x^) 

de  l'équation  différentielle 
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d|  =  f(x^^y,h(y),u,h'(y)). 
D'après  (6.41),  on  a 

=  f(x„y,h(y),^(y),h'(y))  -  f  (x^,y,h(y) ,  ^(y),h' (y))j 
<  H(y,  jf^(y)  -   </^Jy)|). 
D'après  le  théorème  de  comparaison,  on  obtient 

^    ^  {xjj)     et  "3  ¥^(x,y)  étant  continues  respectivement 

dans  D;  et  D^  ,  '^  ^  (x,y)  est  continue  sur  le  segment 

X  =  x^  ,  y^  <  y  <y^  +  b  . 

Montrons  maintenant  qu'il  existe  "^  "^  ^(x,y)  dans 

X  y  '  , 

53,^^y(x,y)  =  f(x,y,<P(x,y),^  9(x,y),^  y(x,y)). 
Pour  cela,  il  suffit  de  montrer  que  cette  égalité  subsiste 
sur  le  segment  x  =  x^  ,  7^  <  Y  <  Yq     +  b  . 
Par  définition,  on  obtient 

^r^'^,.?^^'^^^  ^^'^  T/^'^^  =  f(x,y,<P(x,y), 
X   y  /  X     y  '  t  1 

dans     X     <x<x^     "'"a,     7   '^Y^Yq     +b.     On  a  donc 
^nm^g^e^    <:f (x,y))  =  f(x^,y,^^(x^,y),^^y^(x   ,y),^^/x^,y)). 

On  a  donc 
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Remarque .   Ce  théorème  reste  vrai  p^ur  deux  domaines 
quelconque  D.  et  D„  ,  pourvu  qu'elles  contiennent  le 
segment  x  =  Xq,  J    <^  J  ^J^     """a  en  commun  et  se  touchent 
le  long  de  ce  segment. 

Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  définie  dans  Z^  et  satis- 
faisant à  l'inégalité 
(P)      I  f(x,y,z,p,q)  -  f(x,y,z,p',q')| 

<H,(y,  jp  -  p'P  +  H^(x,  Jq  -  q'j  ) 
pour  deux  points  quelconques   (x,y,Z5p,q)  et  (x,y,z,p' ,q' ) 

'^6  A  j  o^  ^/(y>^)  ^^     ^z^-^y^"^     sont  des  fonctions 

continues  et  possèdent  les  propriétés  de  H(t,Ç')  dans 

y^  <y  ^y^     +  b  ,  O  <  Ç  <  c^   et  x^  l'x'^x^  +  a  , 

0  <.  Ç  —  '^^  repectivement.  Nous  dirons  alors  que  la  fonction 

f(x,y,z,p,q)  satisfait  à  la  condition  (P)  dans  ^  , 

ou  qu'elle  possède  la  propriété  (P). 

On  voit  aisément  que  si  f(x,y,z,p,q)  satisfait  à  la 
condition  (E)  dans  A  ,  elle  satisfait  à  la  condition  (P). 

10.   Problème  de  Cauchy. 

Nous  venons  de  résoudre  le  problème  de  Darboux  :  chercher 
des  solutions  de  l'équation  (6.1)  régulières  dans  D  et 
satisfaisant  à  la  condition  (6,2),  tandis  qu'on  peut  naturelle- 
ment envisager  des  problèmes  aux  limites  imposés  d'une  con- 
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2)  ,    , 

dition   plus  générale  que  (6.2),  et  aussi  des  problèmes 


d'autres  tjrpes,  par  exemple  le  problème  de  Cauchy  pour 
l'équation  (6.1).  On  pourrait  traiter  ces  problêmes  par  la 
même  méthode  que  la  précédente.  Mais  nous  nous  bornons  ici 
à  rechercher  la  relation  entre  les  deux  problêmes  de  Darboux 
et  de  Cauchy. 

Rappelons  dans  ses  grandes  lignes  le  problème  de  Cauchy. 
Soit 

7T  :     y  =  7t{x)        (  'Tc'(x)  /  0) 
une  courbe  où  x  parcourt  l'intervalle  x  <  x  <.x ^  ^   a  . 
Pour  fixer  les  idées,  supposons   7T.'(x)  <  0  .  Par  suite, 
chacune  des  droites 

X  =  h         (x^  <  h  <  Xq  +  a) 
parallèles  à  l'axe  de  y  ,  et  des  droites 

y  =  k        (y"p  <  k  <  y^  +  bO 
parallèles  à  l'axe  de  x  rencontrent  la  courbe  7T  en  un 
seul  point. 

Soit  y  =  c(x)  l'équation  d'une  courbe  C  . 
Supposons  qu'on  ait 

7l(x)  <  c(x)        x^  <  X  <  x^  "*"  a  , 
KixJ   =  c(x^)  ,     7C(x^5  +  a)  =  c(x^  +  a). 


2)  M.  Hukuhara;  Théorie  d'équations  aux  dérivées 
partielles  (Iwanami-Kôza,  mathématiques),  209-217  (en 
japonais). 
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Les  courbes  C*  et  7J   constituent  donc  une  courbe  de  Jordan 

fermée.  Désignons  par  D^  le  domaine  fermé  entourant  de 

cette  courbe. 

Rechercher  une  solution  z  =  z{x,j)     de  l'équation  (6.1) 

régulière  dans  Dq  qui  satisfait  à  la  condition  suivante: 

z(x,y),  "^  z(x,y)  et  "^  z(x,y)  prennent  des  valeurs  données 

X  j   ^ 

sur  77  3  c'est  'le  problème  de  Cauchy  pour  l'équation  (6,l). 

On  peut  donc  considérer  que  le  problème  de  Darboux  est  un 
cas  limite  de  celui  de  Cauchy. 

Réciproquement,  montrons  que  celui-ci  peut  se  aussi 
regarder  comme  un  cas  limite  de  celui-là. 

Soient  60  (x, y)  et   ci3(x,y)  ainsi  que  leurs  dérivées 

partielles  ^  ^(x,y)  ,  "^  COCx^y)  ,  '5  ^  a)(x,y)  et 

X  y  X     y  — 

^  £ô(x,y)    ,    "5  û;(x,y)    ,    -^  ~^   ôôiy^ij)     continues  dans     D^  . 
^  y  X     y 

Nous  désignons  par  ^    le  domaine  fermé 

(x,y)   G    Dç  ,  ^(x,y)  <  z    <  û)(x,y)    , 

.'~è    ^(x,y)  <  p   <  '^  ^)(x,y)    ,    "^  a2(x,y)  ^  q  <^  6Ô(x,y). 
X  X  y  y 

Soit  f(x,yjZ,p,q)  une  fonction  continue  dans  ou ^   ,  et 
satisfaisant  à  la  condition  (E)  et  aux  inégalités  (6,3). 

Prenons  des  n  +  1  points  J  x .  1  dans  x^<yi  <y:  ^    +a 
tels  que 

•  ^0  "^^1  <^z<'    '    *<  x^_,<x^  (=  x^  +  a), 
et  posons 
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y^  =  7C(x^)         (k  =  0,  1,  2,  •••,  n). 

Les  droites  x  =  x^   et  7  =  7^   passent  par  P^  (x^  ,y^  ) 
(k  =  1,  2,  •••,  n  -  1).  Désignons  par  R^_^  (x^  ,  ^yi?-/^ 
(k  =  l,  2,  •••,n-l)  le  point  en  lequel  la  droite  x  =  x^ 
rencontre  la  droite  Y  -  J.  et  par  ^S^k  i^^^k  ))5  en 

lequel  la  droite  x  =  x,^  rencontre  la  courbe  C  .  Nous 
conviendrons  de  désigner  par  R-n-/  1®  point  en  lequel  la 
droite   y  =  y^_.  coupe  la  courbe  C  et  de  poser  d'ailleurs 

Dj^(k  =  l,  2,  *••  ,n-l)  désignent  les  domaines  fermés 
Qj^P^R^Q^^j  et  d.  (k  =  0,  1,  •••^n-l)  les  domaines 
fermés  P^  R^  Pyi^^,  . 

Cherchons  une  solution  de  l'équation  (6.1)  régulière  dans 
Dj  et  satisfaisant  à  la  condition  aux  limites 

z(x,y,  )  =  g^(x),  z(xj,y)  =  h, (y), 
où  g.(x)  et  h^ (y)  sont  des  fonctions  continûment 
dérivables  dans  x^  <^  x  :<^x^   et  y,  ^  y  <c(x^)  respective- 
ment ,  et  satisfaisant  aux  relations  suivantes 

^(x,y^  )  <  g^(x)  <  Û3(x,y),  a;(x,,y)  <  h  j(y)<  â3(x^,y), 

3  a2(x,y,  )  ^  gy  (x)  <  ~^  ^(x,y/  )  , 

x      '      '        X 

"^y^Cx,  ,y)  <  h',  (y)  <  ^yà)(x/  ,y)  , 

g^  (x,)  =  h^(y^  )  =  z(x,,y^  )  , 


On  voit  aisément  qu'on  peut  toujours  prendre  des  fonctions 
g  (x)     et     h,  (y)    ,   telles  que     z(x,y),    ^  z(x,y),   ^  z(x,y) 

/y 

((x,y)  ^  77  )  prennent  les  valeurs  données  du  problème .de 
Cauchy  sur  la  courbe  f]    .  D'après  le  théorème  6.1,  iT  existe 
au  moins  une  telle  solution  de  l'équation  (6,1)  dans  D,  , 
Nous  désignons  cette  solution  par 
z  =  z^(x,y)  . 
Soient  mainternant  g  (x)  et  h^(y)  des  fonctions  continu- 
ment  dérivables  respectivement  dans  yi.^<^x<x^      et  Y^  '^ 
y  <j       ,     et  satisfaisant  aux  relations  suivantes.: 

tO(x,y^)  <  g^(x)  <  6Ô(x,y^)  ,  £0(x^,y)  <  h<^(y)  <  ^ô  (x^,y), 
^^çoix,j^)  <  g^  (x)  <  ^^â)(x,y^)  ,   ... 

-^^^oCx^^y)  <  h^  (y)  <   ^  6Ô(x^,y)  , 

g^(xj  =  h^(y^)  =  z(x^,y^), 

g^^x)  =  '^^zCx^jy^)  ,  h^(y^)  =  ^y2(x^,y^). 

Quant  à  la  fonction  h^(y)  ,  on  suppose  de  plus  qu'on  ait 

On  peut  toujours  prendre  telles  fonctions  go^x)  et  h^(y)  . 
Définissons  la  fonctions  h  (y)  définie  sur  l'intervalle 


y^  <  y  <c(x)  par 

z,  Uz,y)  7/  £  y  <  c(x^  )  , 

My)         y^<  y  <  y  /  . 


h^(y)  =. 
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L'équation  (6.1)  admet  une  solution  régulière  dans  D^  et 
satisfaisant  à  la  condition 

z(x,y^)  =  g^(x)   ,   z(x^,y)  =  h^(y)  , 
et  aussi  une  solution  régulière  dans  d  ^   et  satisfaisant  à 
la  condition 

z(x,y^  )  =  g/(x)  ,,  z(x^,y)  =  h^(y)  . 
D'après  le  théorème  6.11,  celles-ci  et  z  =  z^(x,y)  sont 
prolongées,  et  on  obtient  une  solution  de  l'équation  (6.1) 
régulière  dans  le  domaine  Q,  P^  P^  R2.Q3  .  Ainsi  de  suite, 
on  peut  conclure  que  l'équation  (6.I)  admet  une  solution 
régulière  dans  le  domaine  Q^  P^  P„_yR;^_^  et  prenant  des 
valeurs  données  sur  la  ligne  polygonale  K^  :  Q^  P^  R^  P^  R^ 
•••  P^_^  ^7,-^  •  Désignons  cette  solution  par 

(6.4^)        z  =  f^(^jy)  • 

Prenons  une  suite  [x^j   de  points  dans  x^^x<x^  +a 
qui  est  dense  dans  cet  intervalle.  Désignons  par  D  la 
partie  commune  du  rectangle  entouré  des  quatre  droites 

X  =  hj       Xp  <  h^  <  x^  +  a   (j  =  1,  2)  , 

y^i  ,  y,  <  k^  <::  y^  ^  b  (j  =  i,  2) 

et  du  domaine  de  Jordan  fermé  D^  ,  Pour  n  assez  grand, 
(6.23)  est  la  solution  de  l'équation  (6.1 )  régulière  dans  D 
et  prenant  des  valeurs  données  sur  la  partie  commune  de  la 
ligne  polygonale  et  de  D  ,  D'après  le  théorème  6.1,  en 
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prenant^  s'il  est  nécessaire,  une   suite  partielle,  on  peut 
supposer  sans  perdre  la  généralité  que  la  suite   |%i(xjy)j 
ainsi  que  \^y.f^x,y)\      et  ^^y  ^^(^,7)  J   convergent 
uniformément  dans  D  .  Désignons  la  fonction  limite  par 
(6.U)     z  =  ^  (x,y)  . 

Montrons  que  cette  fonction  est  la  solution  cherchée  du 
problême  de  Cauchy  pour  l'équation  (6,1). 

On  verra  aisément  que  (6.^4-)  est  une  solution  de  l'équation 

(6.1)  régulière  dans  T)^   .  Il  suffit  donc  de  montrer  que  la 

fonction  (6.4A)  satisfait  à  la  condition  initiale.  D'abord 

rappelons  une  des  propriétés  fondamentaux  de  la  fonction 

continue:  une  fonction  continue  dans  D  est  déterminée  dans 

D  ,  lorsque  ses  valeurs  sont  données  en  des  points  d'un 

ensemble  qui  est  dense  dans  D  ,  La  suite  [x^l  étant  dense 

dans  l'intervalle  x^<x  <x.^    +a,la  fonction  limite  de  la 

suite  des  fonctions  (6.43)  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  ' 

B-  y  (x,y)  et  "^  f  (x;y)  prennent  des  valeurs  données  sur 
x'  y^ 

En  résiimant  les  résultats  obtenus  ci-dessus,  nous  avons  le 
théorème  suivant. 

Théorème  6.12.  Soit  f(x,y,z,p,q)  une  fonction  continue 
dans  ^       ,  et  satisfaisant  à  la  condition  (E)  et  aua 
inégalités  (6,3).  Alors  l'équation  (6.1 )  admet  une  solution 


é7 

z  =  y(x,y)  régulière  dans  D^  et  satisfaisant  à  la  condition 
initiale:  Q^(x,y)  ainsi  que  ses  dérivées  partielles 
"^  U>  (xyj)     et  '~^    ^i^fj)     prennent  des  valeurs  continues 
données  sur  /J   » 


Compléments 

(l)  Théorème  3.19.  Soient  E  un  ensemble  dans  ^^  ,  ^ 
une  famille  de  fonctions  continues  sur  E  et  T  une  appli- 
cation faisant  correspondre  Tf  6-j^  à  f  6-j^- 

Nous  supposons  les  conditions  suivantes  remplies: 

(i)  f ,  €  y  ,  ^z  ^  y*    9     0  <  A  <  1  entraînent 
X  f,   +  (1  -  A  )f^  6  5^  ; 
(il)  Soit  {^b\      une  suite  d'élément  de  jr  .  Si  \^^] 
converge  vers  f  uniformément  sur  E  ,  on  a  f  €-^  ; 
(iii)  Soit  jffe?   une  suite  d'éléments  .de  _A  .  Si   )l'-^f 
converge  vers  f  uniformément  sur  E  ,  la  suite 
■j  Tf u  V   converge  vers  Tf  uniformément  sur  E  ; 
(iv)  Si  l'on  désigne  par  '^Cf)     l'image  de  f      par  T  , 
T(y  )  est  normale  comme  famille  de  fonctions 
continues  sur  E„ 
Alors  il  existe  un  élément  f  de  j^  tel  que 


68 

f  =  Tf  . 
cf.  T.  Satô,  Pri  fikspunkta  teoremo  en  funkciala  spaco, 
Mem.  Fac.  Se.  Kyûsyû  Univ.,  A,  4.(19^9),  65-67. 

(2)  Réceïïiment  M,  le  Prof.  M.  Hukuhara  a  démontré  que  le 
théorème  reste  vrai,  même  si  l'on  remplace  la  condition  (E) 
par  la  condition  (P)  (voir  n*'9).  C'est  un  résultat  magnifi- 
que.  D'après  cela  on  peut  remplacer  par  la  condition  (P)  la 
condition  (E)  dans  tous  les  théorèmes  de  cette  note. 

M.  Hukuhara,  Le  problême  de  Darboux  pour  l'équation 
s  =  f (x,y,z,p,q).  Annali  di  Mat.  pura  appl.  IV,  51 (i960), 
39-54. 

(3)  Théorème  2.2.  Soient  f^(x)   (^=1,2,  •••)  des 
fonctions  dérivables  à  droite  dans  des  intervalles  I^ 
Supposons  que  la  suite   |  D  f^;,(x)j   converge  vers  une  fon- 
f onction  continue  g(x)  uniformément  dans  un  intervalle  I, 

Si  l'on  a  a^6  I  r\   1  o    ,     a6I,a^— >a  et 
f^(a^)  -^  b  ,  et  que  la  suite  |f^(x)j   converge  vers  f(x) 
uniformément  dans  I  ,  on  a 

f(x)  =  b  +     g(x)dx  ,   f'(x)  =  g(x)  . 


J 


a. 
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